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UBER EINE RIEMANN’SCHE FUNKTIONENKLASSE MIT 
ZERFALLENDER THETAFUNKTION. 


VON 
HERMANN SCHUMACHER 


AUS RUHRORT. 


Einleitung. 


1. Als »binomisch» bezeichnet man die algebraischen Funktionen von z, die 
verzweigt sind wie die nte Wurzel aus einer rationalen Funktion f(z) von z. 
Unbeschadet der Allgemeinheit darf man voraussetzen, dass f(z) eine ganze 
Funktion von z ist. Denkt man durch eine passende Substitution r. Ordnung 
der Variabeln etwaige Verzweigungspunkte im Unendlichen vorher beseitigt, so 
ist der Grad dieser ganzen Funktion von z ein Multiplum von n, also etwa n.m; 


n 


ihre Nullpunkte sind dann die Verzweigungspunkte der zu s=Vf(z) gehörigen 
RrEMANN'schen Fläche. 

In Übungen über Rısmann’sche Flächen (S. S. 1905) hat nun Herr Professor 
Dr. WELLSTEIN durch eine gruppentheoretisch normierte kanonische Zerschneidung 
der RrEMANN'schen Fläche gezeigt, dass, u. a. wenn m eine Primzahl ist, und f 


genau n.m verschiedene Nullpunkte hat, die Periodizitätsmoduln der Integrale 


n 
i. Gattung des durch s=V f(z) erzeugten Körpers von mur n.m— 3 mit den Ver- 





zweigungspunkten veränderlichen Moduln abhängen und zwar im Körper der nten 
Einheitswurzeln; n.m—3 ist bekanntlich auch die Anzahl der absoluten Inva- 
rianten; den Grund dieses Zusammenhanges hat Herr WELLSTEIN in seiner Arbeit: 
»Zur Funktionen- und Invariantentheorie der binomischen Gebilde» angegeben. ! 

Es war nun von Interesse, die von Herrn WELLSTEIN entwickelte allgemeine 
Methode an einem speziellen Falle durchzuführen. Nächst dem schon oft unter- 
suchten hyperelliptischen Falle n— 2 kam zunächst der Fall 2» — 3 in Betracht, 
der von anderer Seite bearbeitet wird.” Über den Fall n — 4, m — 1 handelt die 





1 Nova acta Leopoldina, Band 74, No. 2. 
? Verel. übrigens: I. WErrsrEIN, Zur Theorie der Funktionenklasse s*—(z— 44)...(2 — 4, 
Math. Annalen. Band 52. 
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Dissertation von SCHULZ-BANNEHR,! die zu dem schönen Resultate führt, dass 
die dem Geschlecht p = 3 angehörige Thetafunktion dieses Falles sich durch drei 
elliptische Thetafunktionen darstellen lässt, von denen die eine einen allgemeinen, 
die beiden anderen denselben speziellen Modul besitzen. Der nächste Fall war 
n— 35, wo für m—1 nach dem angegebenen Satze die Thetafunktion von nur 
zwei absoluten Moduln abhängen muss. Ihr Geschlecht ist p — 6. In dem ersten 
Teil der nachfolgenden Dissertation soll nun zunächst die gruppentheoretisch 
normierte kanonische Zerschneidung der RrgwaANN'schen Fläche nach den Vor- 
trägen des Herrn WELLSTEIN für den Fall, dass » eine Primzahl und m — r ist, 
entwickelt, und dann der Spezialfall »— 5, m — 1 vollständig durchgeführt 
werden. Für die Thetafunktion wird in dem speziellen Falle ein fertiger Ausdruck 
berechnet, der zu einer weiteren Bearbeitung geradezu herausfordert. 

2. Zu unserm Beispiele n — 5, m — x führten auch invariantentheoretische 
Erwägungen. Falls nämlich die Invariante r8. Grades /,, von f(z) verschwindet, 
ohne dass Nullpunkte zusammenfallen, so lassen sich, wie Herr WELLSTEIN in 
einem Seminarvortrage gezeigt hat, zwei Integrale r. Gattung auf Integrale eines 
und desselben Körpers vom Geschlecht p — 2 zurückführen. Diese Reduktion 
wird im zweiten Teil der nachfolgenden Arbeit ausgeführt. 

3. Der Spezialfall 7,, — o gewinnt hierdurch ein ganz besonderes Interesse, 
zumal durch das Buch von KnazEn ? die zahlreichen Arbeiten über die Reduzier- 
barkeit ABEL'scher Integrale allgemein zugänglich geworden sind und die Frage 
der Reduktibilität aktuell gemacht haben. Nach Sätzen von Prcarp und Poın- 
CARÉ? müssen nämlich auch die übrigen vier Integrale r. Gattung reduzierbar 
sein und zwar auf das Geschlecht p — 4, und die zugehórige Thetafunktion muss 
zerfallen in Thetafunktionen von den Geschlechtern p —2 und p-— 4. Während 
Beispiele zerfallender Thetafunktionen mit einem elliptischen Faktor reichlich vor- 
handen sind,* fehlt es gerade an instruktiven Beispielen für zerfällbare Theta- 
funktionen mit Faktoren hóheren Geschlechts. Um so lieber folgte ich daher der 
Anregung des Herrn WELLSTEIN, die Zerfällung der Thetafunktion wirklich aus- 
zuführen, worüber der dritte Teil der Dissertation handelt. 





! Scnuzz-Baxxeur, Zur Invarianten- und Funktionentheorie einer speziellen Kurve 4. Ord- 
nung. Dissertation, Strassburg i. E. 1904. 

? A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903. 

3 A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, S. 499, Satz XII und Satz XIII. 

! Literatur bei Krazer. Ausserdem: V. Dorrr, Beitrag zur Lehre vom identischen Ver- 
schwinden der Riemann'schen Thetafunktion, Dissertation, Strassburg i. E. 1883. 
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Erster Teil. 


Theorie des allgemeinen Falles (/,, = 0). - 


Sr. Ein allgemeines Zerschneidungsprinzip Riemann’scher Flächen mit linearer 
Transformation in sich. 


4. Die folgenden Betrachtungen gelten in einem viel weiteren Umfange, als 
wir sie wiedergeben; wir beschränken uns der Kürze wegen auf die Grundgleichung: 








(x) SA A a... an): 


die für n— 5 unsern speziellen Fall einschliesst, und dürfen, da uns schliesslich 
nur der Fall » — 5 interessieren wird, zur weiteren Vereinfachung der folgenden 
Überlegungen annehmen, dass n eine Primzahl ist. Die Nullpunkte «,, «,,..., 
von f(z) seien alle endlich und voneinander verschieden. 

Die zu s gehörige Rremann’sche Fläche besitzt » Blätter und » Verzweigungs- 
punkte. Die » Verzweigungspunkte entsprechen den » Nullpunkten «,, &,,..., 
«, von f(z) und die » Blatter den » Wurzelwerten von s; und zwar ordnen wir, 
wenn [s] die dureh Einführung von Polarkoordinaten eindeutig gemachte Wurzel 


V f (z) bedeutet, dem vten Blatte (» — 1, 2, ..., n) den Wert 
(2) $,— e" [s] 
zu, WO 
2m 
(3) De 
ist. 
Die Verzweigungslinien denken FIGUR: 4: 


wir uns so gelegt, dass sie von den 
Verzweigungspunkten ausgehend nach 
einem Punkte @ konvergieren, der 
kein Verzweigungspunkt ist. Dann 
hängen die n Blätter längs den Ver- 
zweigungslinien in gleicher Weise zu- 
sammen, und zwar permutieren sich 
die n Zweige (2) von s, wenn man bei 
positiver Umkreisung (entgegen dem 
Drehsinn des Uhrzeigers) eines Ver- 
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zweigungspunktes die zugehörige Verzweigungslinie überschreitet, nach dem 
Zyklus 


(4) GE, 2, D): 


Das Geschlecht der Rremann’schen Fläche ist 


(5) p=(n— 2) — 
nach der Formel 
(6) 2p=w—2(n—ı), 


wo w die Summe der Ordnungen der einzelnen Verzweigungspunkte bedeutet. 
Zu der durch die Gl. (rx) erzeugten Funktionenklasse gehören also p= 


(n oe 





linear unabhängige ABEL’sche Integrale 1. Gattung, die in irgend 


einer Gestalt mit u,(u—=1, 2,...,P) bezeichnet seien. 


5. Um diese Integrale auf der Rremann’schen Fläche eindeutig zu machen, 


. = . . a 
ist ein Querschnittsystem S erforderlich, das aus p — (» — 2) 





Querschnitt- 


paaren a, b besteht. Wendet man die Abbildung 


(7) SIS 


durch die die Grundgleichung (1) in sich selbst übergeht, auf die RrEMANN'sche 
Fläche an, so geht auch diese in sich über, indem jedes einzelne Blatt in das 
zyklisch folgende verwandelt wird. Jede geschlossene Kurve 4 bildet sich also 
auf eine Kurve 7// ab, die kongruent mit 4 immer im zyklisch folgenden Blatte 
verläuft. Das Querschnittsystem S, das wir jetzt mit S) bezeichnen wollen, geht 
also durch die Abbildung (7) in ein neues System S®) über, dessen einzelne 
Schnitte kongruent mit denen von SU, aber immer im zyklisch folgenden Blatte 
verlaufen. Wir wollen sagen, S® wird durch die Abbildung (7) »wm ein Blatt 
verschoben». Wendet man die Abbildung (7) wiederholt an, so durchläuft S™ 
nacheinander die Lagen 8%, S®,..., S69, S@™+),..., wo 


So +1) — SO) 


ist. SU) erfährt also eine Gruppe zyklischer Verschiebungen. 
Nun habe das Integral 1. Gattung w,, die Periodizitätsmoduln (u=1, 2...., p; 


(i Je c) ^ dde > " » an den Schnitten a, 
L L . 


> 
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und 


(vy) 


eu p Te > 


die zusammen das Schnittsystem 5") bilden. 


(v) 


(e) , 
DEP? 


jt a 9 


(v) 


55 2 " 


, an den Schnitten DE 


Dann lassen sich die Periodizitats- 


moduln des Schnittsystems S®+1 linear und homogen mit ganzzahligen Koeffi- 


zienten durch die Periodizitätsmoduln des Schnittsystem S™ ausdrücken, und zwar 


sind die ganzzahligen Koeffizienten dieselben für jeden Wert von v. 
29): 


TB 2 


8 ee 
(€ ) Cars) " ik 
oder symbolisch: 
wo © die Matrix: 

(9) c= 


bedeutet. Analog ist: 


u. s. f. Also ergibt sich: 


Nun ist aber:. 


also ist 


Also für 
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. 


die Einheitsmatrix. Es bilden also: 
(ro) E 6 EE bnt 


bei multiplikativer Zusammensetzung eine Gruppe, die der Gruppe der zyklischen 
Verschiebungen, die das Querschnittsystem S erfährt, isomorph ist. 

6. Die Gruppe (xo) ist nach der von LoEwY eingeführten Sprechweise »unter 
Hervorhebung ihrer irreduziblen Bestandteile oder Teilgruppen in eine ähnliche 
Gruppe» transformierbar, und zwar besitzt sie noch die besondere Eigenschaft, die 
Lorwy »vollständig reduzibel»! nennt. 

Die vollständige Reduktion der Gruppe (10) können wir unmittelbar durch eine 
geeignete Anlage des Querschnittsystems erzielen, und zwar in umfassendster All- 
gemeinheit auf folgende Weise: 

Wir denken uns über der RrEMANN'schen Fläche eine Ebene ausgebreitet 
und in ihr die Verzweigungspunkte eingetragen; die Verzweigungspunkte um- 
geben wir mit der grössten Anzahl verschiedener »Ovale», die einander nicht 
schneiden und die Eigenschaften besitzen: 


ı. Ein Oval soll mindestens zwei Verzweigungspunkte einschliessen. 


*FIGUR* 22° *FIGUR- 26.» 


[9 © [o 
Ar Ay Ks 


à 
2. 
m 
to 
2 
> 
Ro 





1 Verhandlungen des III. internationalen Mathematiker-Kongresses 1904. S. 196. Vergl. 
ausserdem folgende Arbeiten von Lorwx: 1. Zur Gruppentheorie, Archiv der Mathematik und 
Physik, III. Reihe, V. 3. und 4. Heft. 2. Über reduzible lineare homogene Differential- 
eleichungen, Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 1902. Heft 1. 
3. Zur Gruppentheorie mit Anwendungen auf die Theorie der linearen homogenen Differential- 
eleichungen, Transactions of the american mathematical society, January 1904. 4. Uber die 
vollständig reduziblen Gruppen, die zu einer Gruppe linearer homogener Substitutionen ge- 
hören, Transactions of the american mathematical society, October 1905. 5. Über reduzible 
lineare homogene Differentialgleichungen, Mathemat. Annalen, Band 56. 6. Über vollständig 
reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, Mathemat. Annalen, Band 62. 
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2. Zwei Ovale gelten als voneinander verschieden, wenn das eine wenigstens 
einen Verzweigungspunkt enthält, der von dem andern nicht eingeschlossen wird. 

3. Einer und nur einer der Verzweigungspunkte soll von keinem Oval ein- 
geschlossen werden. 

Fig. 2a und 2b zeigen für » — 5 die möglichen Lagen der Ovale, insoweit 
sie tvpisch verschieden sind. ; 

Die Anzahl dieser Ovale ist, wie man durch einen Schluss von » auf » + 1 
leicht einsieht, gleich n — 2. 

Jedes Oval O kann seinerseits Ovale u. s. f. einschliessen. (Vergl. Fig. 2a 
und 2b.) Wir wollen ein Oval in O, das von keinem andern Oval in O einge- 
schlossen wird, ein »grósstes Oval in O» nennen; O kann hóchstens zwei solche 
grösste Ovale einschliessen; also enthält ein Oval 

1. entweder zwei Verzweigungspunkte, oder 

2. einen Verzweigungspunkt und ein grösstes Oval, oder 

3. zwei grósste Ovale. 

Durch diese n—2 Ovale wird die Ebene in n—2 »Parzellen» eingeteilt, wenn 
wir unter einer Parzelle den Teil der Ebene verstehen, der zwischen einem Oval 
und seinen grössten Ovalen enthalten ist; der äussere Raum mit dem einen nicht 


"FIGUR: 3%. “FIGUR: 5b. 





eingeschlossenen Verzweigungspunkt wird also nicht als Parzelle mitgezählt. Fig. 
3a und 3b heben diese Parzellen für den Fall » — 5 durch verschiedene Schraf- 
fierung hervor. 

Diese Parzellen übertragen wir nun auf die Rremann’sche Fläche. Dabei 
bildet sich jede Parzelle auf alle »-Blütter ab, und dieses Bild nennen wir. kurz 
wiederum eine Parzelle. Eine Parzelle der RrgswANN'schen Fläche besteht also 


aus n übereinander liegenden Schichten, und solcher Parzellen gibt es n—2. 
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Betrachten wir nun die Rremann’sche Fläche daraufhin, wieviel Querschnitte 
sich in einer Parzelle ® anlegen lassen, so liegen die Verhältnisse ähnlich, als 
wenn wir eine RrEMANN'sche Fläche mit nur drei Verzweigungspunkten hätten. 
Denn sollen die Querschnitte ganz innerhalb ® liegen, so dürfen sie sowohl das 
® umgebende Oval O, als auch die in O liegenden grössten Ovale nicht schneiden. 
Umkreisen nun die Querschnitte ein in O liegendes grösstes Oval O,, so über- 
schreiten sie soviel Verzweigungslinien, als Verzweigungspunkte in demselben 
enthalten sind, falls der Punkt 2, von dem alle Verzweigungslinien ausstrahlen, 
ausserhalb sämtlicher Ovale liegt. Dieselbe Wirkung erzielen wir aber, wenn wir 
die x, Verzweigungspunkte, die in dem Ovale O, liegen, in einen Punkt zusammen- 
fallen lassen, und die Blätter der RrEMANN'schen Fläche längs der neuen Ver- 
zweigungslinie nach dem Zyklus C^ aneinander heften; enthält $ noch ein 
zweites grösstes Oval O,, so darf ein in ® liegender Querschnitt auch nicht in 
O, eindringen; wir lassen daher auch die in O, liegenden z,-Verzweigungspunkte 
in einen zusammenfallen, dessen Verzweigungslinie die Blätter nach dem Zyklus 
0” verbindet. Da ein in ® verlaufender Querschnitt auch die äussere Grenze 
von ® nicht überschreiten darf, so verläuft er so, als wenn auch alle ausserhalb 
® liegenden Verzweigungspunkte — ihre Anzahl sei z, — in einen zusammen- 
gefallen wären. Die in W verlaufenden Querschnitte sind demnach genau so 

anzulegen, als wenn die RıEMANN’sche 


-FIGUR- 4: 


Fläche, wie in Fig. 4, nur drei Ver- 
zweigungspunkte und drei Verzweigungs- 
linien mit den Zyklen C^, C* und (0% 
hatte, (2, +%+%=n) und $ nur zwei 
dieser Verzweigungspunkte  einschlósse. 
Enthält ® ursprünglich nur ein grósstes 
Oval oder keines, so liegen ausserdem 
noch ein, bezw. zwei Verzweigungs- 
punkte in 33, und von den Zahlen x, 
und z, sind dann eine, bezw. beide 
gleich r. Da nun n als Primzahl vor- 
ausgesetzt wird, so kann keiner der 
Zyklen C^, C"; und C” zerfallen; die 


drei Verzweigungspunkte zählen also je für n—ı einfache, und daher ist das 





Geschlecht der vereinfachten RrgMANN'schen Fläche 


n—ıI 
(an) Jn 
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: n—ı : : : , 
nach Gl. (6) Es sind also x — —— Querschnittpaare erforderlich, um diese 


RıEMANN’sche Fläche in eine einfach zusammenhängende zu verwandeln. Diese 
Querschnitte lassen sich auch in der ursprünglichen Parzelle $ anlegen, wo die 
Ovale O, und O, die Rolle der Verzweigungspunkte mit den Zyklen C^, 0% 
spielen; dä aber jeder der drei übrig bleibenden Verzweigungspunkte von der 


; ART n— 5 
(n— ı)ten Ordnung ist, so sind in jeder der m — 2 Parzellen zc = - — Querschnitt- 


paare möglich, zusammen also (n— 2) — p Querschnittpaare; da keines dieser 


Schnittpaare die Fläche zerstückelt, ihre Anzahl aber Dn pecsede ist, so 


reichen sie aus (vergl. S. 7), um die Integrale u, auf der ursprünglichen. RrE- 
MANN'schen Flüche eindeutig zu machen. Es zerfállt also das so angelegte Quer- 


: > : à . N—T E 
schnittsystem S in n— 2 Teilsysteme S,, S,,..., $, von je - Y Querschnitt- 


paaren, von denen jedes für sich in einer Parzelle liegt. Daher erfährt jedes T'eil- 
system S, (h —1,2,..., n—2) durch die Abbildung (7) eine Gruppe zyklischer Ver- 
schiebungen SM, SC, ..., SU? und zwar so, dass kein Querschnitt des einen Teil- 
systems bei diesen Verschiebungen einen Querschnitt eines anderen Teilsystemes 
schneidet. Infolgedessen drücken sich die Periodizitiitsmoduln eines Integrales 
1. Gattung in den x LA Schnittpaaren eines Teilsystems ("*? allein durch 
die Periodizitätsmoduln der vorhergehenden Lage desselben Teilsystems, also 
durch die Periodizitátsmoduln desselben Integrals an den Schnitten von Sj? aus, 
d. h. die Matrix € [Gl. (9)] zerfällt in n —2 Teilmatrizen 6;(h —1,2,..., n—2) 
nach dem Schema 





Bezeichnet nun. &, die zu G5 gehörige Einheitsmatrix, so bilden also 
516706209 Er In u 21.20.02) 


bei multiplikativer Zusammensetzung die »irreduziblen Bestandteile» der Gruppe (10), 
die wir durch die spezielle Anlage des Querschnittsystems »hervorgehoben» haben. 
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$2. Die Riemann’sche Fläche und die Integrale 1. Gattung für den Fall »—5. 


7. Wir betrachten nunmehr den speziellen Fall n=5. Unsere Grund- 
gleichung (r) $ r nimmt dann die Form 


(x) = } (=) = (2—a;,) (z— e.) (ce) (2 — qt) (z— @;) 


an. Zu s gehört eine fünfblättrige RrEMANN'sche Fläche mit den fünf Ver- 
zweigungspunkten «,, c,, «,, «, und «,, von denen wir wieder voraussetzen, dass 
sie endlich und voneinander verschieden sind. Ist [s] die eindeutig gemachte 


Wurzel Vf(z), so ordnen wir dem »ten Blatte (7 — 1, 2, 3, 4, 5) der RIEMANN- 
schen Flüche den Wert 


(2) s, — o" [s] 
zu, wo 

BE 
(3) = 


ist. Die Verzweigungslinien lassen wir von den Punkten «,,«,, @3, @,, «; aus- 
gehend nach einem Punkte 2 konvergieren, der kein Verzweigungspunkt ist 
(vergl. Fig. 1); dann permutieren sich die fünf Zweige s,, 8, 53, 8,8, VON 8, 
wenn man bei positiver Umkreisung eines Verzweigungspunktes die zugehörige 
Verzweigungslinie überschreitet, nach dem Zyklus 


(4) C= (1, 2, 3; 4 5). 
Das Geschlecht dieser RrEMANN'schen Fläche ist nach Gl. (6) $ x 
p = 6. 


Demnach gehóren zu der durch die Gl. (r) erzeugten Funktionenklasse sechs 
linear unabhängige ABEL’sche Integrale r. Gattung. Als solche kann man wählen: 





u | Le 
[2 5 
a zdz = dz 
(5) V, | gB y,- J4; 
- dz “edz dz 
w,- | = Wu |, W— PR 


Diese Integrale wollen wir »Fundamentalintegrale» nennen, und zwar U ein 
Integral 1. Art, V, und V, Integrale 2. Art und W,, W, und W, Integrale 3. Art. 
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8. Um diese sechs Integrale auf der RimmMann’schen Fläche eindeutig zu 
machen, ist ein Querschnittsystem S von sechs Paar kanonischen Querschnitten 
erforderlich. Fig. 5 (siehe Anhang) veranschaulicht die von uns benutzte kano- 
nische Zerschneidung, die nach den im § 1 entwickelten allgemeinen Prinzipien 
ausgeführt ist, und zwar ist die durch Fig. 3b dargestellte Lage der Parzellen 
benutzt. Im Interesse der Zeichnung ist angenommen, dass die Punkte c, «,, 
(tg, (ty, @, auf einer Geraden liegen; liegen sie nicht auf einer Geraden, so werden 
die Schnitte entsprechend verzerrt (vergl. Fig. 14, Anhang). 

Das Schnittsystem S zerfällt in drei Teilsysteme, 


S, bestehend aus den Schnittpaaren a,, b, und a,, b,, 
S, » 5. 5 » io Wb 3 Us Oe. 


Sc » » » » Az, b, » Go, b,. 
Die ersten drei Schnitte eines jeden Teilsystemes hat man sich kongruent überein- 
ander herlaufend zu denken, also: 
Gp SM yy ang 
Gi, S21, S20, 


—À 2 5 


Ch S20, She 





Ebenso könnte man sich auch die Teile des vierten Schnittes eines jeden 
Teilsystems, die in Fig. 5 nebeneinander gezeichnet sind, kongruent überein- 
ander herlaufend denken, woraus jedoch keine weiteren Schliisse gezogen werden. 
S, ist eine Wiederholung von S,, die durch die Benutzung der in Fig. 3b dar- 
gestellten Lage der Parzellen möglich wurde; S, ist nach demselben Prinzip 
angelegt wie S, und S,. Die Pfeile an den Schnitten sind so gewählt, dass man 
bei einer positiven Umlaufung der Fläche T", wie wir nach RIEMANN die RıE- 
MANN’sche Fläche nach Ausführung der Zerschneidung nennen wollen, die linken 
Ufer der Schnitte, die wir als die positiven bezeichnen, in der Richtung der 
Pfeile, und die rechten Ufer der Schnitte, die wir als die negativen bezeichnen, 
in der entgegengesetzten Richtung zu durchlaufen hat. Wenn man also über 
einen a-Schnitt in der Richtung des Pfeils integriert, so erhält man den posi- 
tiven Periodizitätsmodul an dem zugehörigen b-Schnitt, und wenn man über einen 
b-Schnitt in der Richtung des Pfeils integriert, so erhält man den negativen 
Periodizitätsmodul an dem zugehörigen a-Schnitt. ! 

Wie bereits bemerkt, sind die Schnitte jedes der Paare 


di; di; a2, b,; as, b, 


ı ©. NEvMaNN, Vorlesungen über Riemanns Theorie der Abel'schen Integrale, 2. Aufl. 
Leipzig, 1884, S. 175, § 10. 
. 
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aneinander kongruent. Man kann die Zerschneidung auch so einrichten, dass 
die Schnitte jedes der tibrigen Paare 


ds; b; Q5, bE; dé; b, 


ebenfalls einander kongruent sind, d. h. man könnte die Fläche so zerschneiden, 
dass die Schnitte jedes Paares Ay; by (u — 7, 2, 3. 4, 5, 6) kongruent zueinander 
verlaufen; wir brauchen nur die Schnitte a,, a, und a,, bezw. kongruent zu 
den Schnitten 6,, b, und b, zu machen. Vergl. Fig. 5a und 5b, von denen 


“FIGV K-52 





Fig. 5a die Teilsysteme S, und S,, Fig. 5b das Teilsystem 8, darstellt, das 
übrigens auch der Form nach mit S, und 5, übereinstimmend angelegt werden 
könnte. (In Fig. 5 natürlich auch.) Dabei sind zur Vereinfachung der Figuren 
die Schnitte jedes Paares, da sie ohnehin kongruent sind, durch eine Kurve 
wiedergegeben. Von den beigefügten Zahlen gibt die erste das Blatt an, in dem 
der betreffende Schnitt a, die zweite das Blatt, in dem der Schnitt 5 verläuft. 
Eine einzige Angabe dieser Art hätte übrigens genügt. Sämtliche Schnitte 
können in der mannigfachsten Weise stetig deformiert werden, ohne dass die 
Xesultate unserer Untersuchung eine Änderung erleiden. 
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8 3. Die Periodizitätsmoduln. 


9. Die Periodizitätsmoduln der sechs Fundamental-Integrale ı. Gattung 
U, V,, V., W,, W, und W, an den zwölf Schnitten a, und 5, (u=1,2,3,4,5,6) 
seien : 


a, b, 
U => U 4, u B, UL 
sx Fe L L 
V, Le V, As, B;, 
+ E L 
I Ve rS Vez A, UL Bs p 
+ — 
W, p W, Ay. By, 
+ — 
W. ios W, As, B > Ue 
an = 
We W; Agy Bon. 


Diese 72 Periodizitätsmoduln lassen sich nach den im § 1 gemachten Bemer- 
kungen allein infolge der besonderen Anlage des Querschnittsystems auf 18 reduzieren. 


*FIGUR 5b - 


52 
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Es verhält sich nämlich der Wert von s in einem Punkte P der RrEMANN'schen 
Fläche zu dem Wert von s in dem im ten zyklisch folgenden Blatte kongruent 
zu P liegenden Punkte P wie 1:0”. Mithin verhält sich der Wert des Dif- 
ferentials eines Integrals der rten Art in P zu dem Wert desselben Differentials 


in P™ wie 


(x) 


* se 
o! V -1 
Sie 


= V+). 7, 
I 








Der Wert dieses Verhältnisses ändert sich nicht, wenn P und P™ kongruent 
iibereinander liegen bleibend irgendwelche Wege beschreiben, die nicht durch die 
Verzweigungspunkte gehen. Nun verlaufen aber die Schnitte b; (4 — 1, 2) bezw. 
b, kongruent und gleichgerichtet mit a, bezw. a,, und zwar im zyklisch folgenden 
Blatte, und 5b, kongruent und gleichgerichtet mit a,, und zwar im zweiten auf 
a, zykliseh folgenden Blatte (vergl. Fig. 5). Also ergibt sich für ein Integral der 
ten AT 12: uU oo puc ie 556): 


EN DIE lS Be Fr 
? Ay) ; if Ans 
e. 
b bs 
und 
EL 
as aie Ss 2(r+1). 
yc Aus 
e 
bs 


Hieraus folgen die Gleichungen: (A — r, 2) 





By, =—@ Ay); : 
(2) { By =—@A,), Bs, ——0 455; 
| Buy 044 BA —9 4:5 Bg) ——0* As) 
| Bis — —0@A,; 
(3) 6 Ba — — 0 45, Bs, = — 695 Ass; 
| By=— As, Be =— A; Ba = — As 
| Pise Ai; 
(4) 4 Ba = vu dos Ba = —0 Ass 
| Bis ——0 A445, B4,——0 Ass, Bo, = — 0° As. 
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10. Weitere Gleichungen zwischen den Periodizitätsmoduln erhalten wir, 
wenn wir auf die RrgwANN'sche Fläche die Abbildung (7), $ 1, anwenden. Da- 
durch entsteht auch zu jedem der RrEMANN'schen Schnitte, zu dem im Schnitt- 
system S (Fig. 5) kein kongruent mit ihm verlaufender vorhanden ist, ein immer 
im zyklisch folgenden Blatt verlaufender kongruenter Schnitt. Dieser kongruente 
Schnitt wird im allgemeinen an mehreren Stellen auf Schnitte des Systems S 
stossen und zwar nach $ ı immer nur auf Schnitte desselben Teilsystems. Ver- 
folgt man nun jedes Mal, wo man auf einen der Rırmann’schen Schnitte stösst, 
diesen, jedoch ohne ihn zu überschreiten, bis zum Schnittpunkt mit dem zu ihm 
gehörenden anderen RıEMANN’schen Schnitt, und verfolgt man dann diesen, 
wiederum ohne ihn zu überschreiten, u. s. f., so gelangt man schliesslich an den 
Punkt, der dem Punkte gegeniiberliegt, in dem man zuerst auf einen der 
RrEMANN'schen Schnitte des Systems S stiess; setzt man nun den ursprünglichen 
Weg fort, u. s. w., dann erhält man schliesslich einen geschlossenen Weg, der 
ganz in der Fläche 7" verläuft. Das Integral über diesen Weg ist also null. 

Ist «, («— 4, 5) der zu a, immer im zyklisch folgenden Blatt verlaufende 
kongruente Schnitt, dann ist: 


oder: (W 1,02, 3, 4, 55 ©) 
à 
(5a) JA x—3 t Bux us Au o. 
Oy, ‘ 


Nun ist nach Gl. (1) für ein Integral rter Art: 


Folglich ist: 
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Ferner ergibt sich für einen zu b,(z—4, 5) im zyklisch folgenden Blatt 


kongruent verlaufenden Weg (,: 


à 
(7) f+ f+ fro. 
e. 
& b 


% GN Cri 


(7 a) Jf — Asa Ban o 
z 


Für ein Integral rter Art ist aber: 


Folglich: 
(7 b) xm dior et. rte umm 
oder: 
Ad s.d 0 AL — Hog ol Bir D 
(8) Anus + O° Ap, Do, 0, Au ar oA, ah ae OP 
ES ing FO Aie Bi 0, AG gee tay DIO 


Schliesslich sei ?, der kongruent zu b, im zyklisch folgenden Blatt ver- 
laufende Schnitt. Dann ist: 


Be Ag ae 
Also: 


(ga) J+ Bus + Bug — o. 
Be 


Da nun für ein Integral rter Art 


ist, so ist: 
(gb) ze vi 


oder: 


Uber eine Riemann’sche Funktionenklasse mit zerfallender Thetafunktion. 


A Bi,— B,, = 0, oA,,— B,,— B,,—0, 





(10) oU Ar Bi, — Bas — 0, oA,,— B,, — B,,— 0, 
0° Al Bs = Bis = Os Q AFS zd Bas == 9" 





tr. Aus den Gl. (6) und (8) ergibt sich: (% — 4, 5) 


| Ai, =—(e + 0°) A, x3; A,, (o + o') A, %— 3) 
(11) 45, — — (e an 9?) A, 4-3? Ale ! 9!) A, 4-3 
| Az, (o? 1 0°) A; 43? Ag, x (o iu (o ) As. * 


(12) Ay — (Gat 0)FACe. A, — — (o? 0°) As, 
| As, (o + 0%) Ass Ag (0° + 0°) Au; 


Die Gl. (6) und (rr) ergeben: (% — 4, 5) 


= 4 1 
(13) IB ecce NE = An —. 
> 2 e 
| Bar hri 0 A, 4—3? Br. = 0 A, 4—3 BE OP Tale 4—3 


N 
— 
Co 
— 
— 
+ 
— 


Folglich ergeben die Gleichungen ( 
Tabelle I folgendes Periodenschema: 


IT. 
an a, a dy | a, a a 
os — Se LS S 
U—U IE el As |—(e? + o&)A,,| —(0? + &)A, (o + 
+ — | 
| en A,, Ay ale oA e (oe + oe) a (o + 
x = 


Wi W, Au Ay Ro po) ee) Age |) oto 


W. | A1 À 52 4; — (er a5 e*) A; = (Qu DAS | (eq 


, (xr) (r2) und (13) statt der 





Acta mathematica. 32. Imprimé le 24 mai 1907 
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an b, b, b, | b, b. b, 
— ———EE = ——— - 
UN op A0 UA pes 9 Ay —o An — 0° A, 
FEV: A, — 0° A,,|— 0 A, — 09 A, — 0" A, — 9 A5 
= - = : MOST M cR 
Fr 0° A,,,—_ A. 0 As — As, — 0* As — 0° A 
LE SEE UT 
WW, o* Ay, —o! A | 9 A, — 9 A, — 0° À, == 00 4, 
= - Rm A Y =a AL 
W,—W, A, A5, — 0° Ass — e! As, — @A;, 9* A,, 
W,—W, 9! A,, 0* Ag.|— 0° Ass — 0° A, — 0° Ay — 9 Ag 








worin also nur noch die Periodizitätsmoduln der sechs Integrale r. Gattung an 
den drei Schnitten a,, a, und a, vorkommen, die bezw. den Teilsystemen S,, S, 


und S, angehören. 


$. 4. Die Normalintegrale 1. Gattung. 


12. Die bisher abgeleiteten Periodenrelationen sind lediglich eine Folge der 
Abbildbarkeit der Riemann’schen Fläche auf sich. Es gibt aber noch eine Reihe 
weiterer Relationen zwischen den Periodizitätsmoduln der Integrale 1. Gattung, die 
nicht aus der speziellen Natur des vorliegenden algebraischen Gebildes, sondern aus 
dem allgemeinen Satze entspringen, dass, wenn I und I' zwei Integrale 1. Gattung 
sind. das über die ganze Berandung von T' erstreckte Integral f I d I' gleich null 
ist. Um in die Fülle der so erhaltenen Gleichungen Übersichtlichkeit zu bringen, 
bilden wir aus den Integralen gleicher Art lineare Verbindungen mit besonders ein- 
fachen Periodizitätsmoduln. Von diesen »halbnormierten Integralen» gehen wir dann 
zu den definitiv normierten über. 

Die Untersuchung geht aus von dem bekannten Satze, dass die Determi- 
nante aus den Periodizitätsmoduln von p linear unabhängigen Integralen 


r. Gattung an den a-Schnitten nicht null ist. Es ist also: 


A, Ay, Ais leo) Aue lo 9)4,, —(e + o) Ji 

A, Ay A, —(pQ09)45 —(0 Fo) A te +) Az 

Ay Ay A, (oh) AS ee + 9°) Az —(o + o*) Ass 
CODE ÿ zo 

An AB As Oo EA ME er HARE 9?) Ags 

A, A A; —(0 EG) A corps) Az —(eTo)4; 

Ay, Ag Ass (9. +8) Ay —(e-+ G5) Aig, len 0=) Ags 
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Wir multiplizieren die 1. bezw. 2. Spalte mit (o + ot) und addieren sie bezw. 

zur 4. und s. Spalte, die 3. Spalte multiplizieren wir mit (o? -- o?) und addieren 
sie zur letzten Spalte. Dann ergibt sich: 








A, A,, 4, (I+20+ 20')A,, (I+20+ 20 0 
A, A, A,, (x +20 + 20°) A,, (I+20+ 20%) A,, —(1+ 20 + 20%) A,, 
A,, A, A4 (I+20+ 20%) A,, (I +20+ 20!) A4, — (x + 20 + 20!) A, 
(2) D= #0 
A AG Al. O O O 
zd Ass Ass O o Oo 
ZA Aw A os 0 o Oo 
oder 


A, A,» A,; A À 


As As Ay, Ag, Ag, Ag, 
Folglich ist: 
Au Ay, A, Ame es s 
(Ac) MED E PA A A e und bb) DIA AL, PAS Mz 9: 
Aa As As, ZI Ar ARS 


7 * 


13. Bildet man also aus W,, W, und W, drei lineare Funktionen W;, W; 


und W mit der Vorschrift, dass an: 


CE ON 
+ — | | 
Wi—Wi| ı @ || © 
IRI 47 
Ww; —W;| o I [9 
ik md. 
W:—W;| o 0 I 


sei, so haben die daraus entspringenden Gleichungen : 

[Au Wit Au Wit Au Wie 
AW +4,W, +43 W;=W;, 
Ay, Wi + A6 Wa + 44W;-—W,;, 





nach Gl. (4b) eine nicht verschwindende Auflösungsdeterminante D", und es ist 


daher : 
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De 
yw: DG Wi + Di, We + De, Ws 
CCE yu 


TE D W, ar Dye We at DÉS W; 
SET D" 7 


(6) 


| gid Dd] WERD WERDE ite 
| 

| 

| W 


», gehörende Unterdeterminante von D" bedeutet. 


Diese Ausdrücke W;. W; und W, bilden die »Normalintegrale 3. Art». 
Um in ähnlicher Weise die Integrale der beiden anderen Arten zu normieren, 


wo T die zu A 


bedenken wir, dass wegen D' + 0 (Gl. 4a) mindestens ein Element A,, der ersten 
Zeile von D' mitsamt seiner Adjunkte D',, von null verschieden sein muss 
(« — 1, 2, 3); dabei bedeutet 4,, den Periodizitätsmodul von U an a,; ist nun 
«— 1 oder—2, so können wir die Querschnitte a,, a, a, uns so umnumeriert 
denken, dass jener nicht verschwindende Periodizitátsmodul gerade den Index 
a—3 erhält. Wir dürfen daher unbeschadet der Allgemeinheit die Annahmen: 


A; A,, 
4, Ax 


zo 


al ©: Dyes 


— 
SI 
— 





machen. 
Sind jetzt V; und V; zwei lineare Verbindungen von V, und V, mit den 


Periodizitatsmoduln: 


a, a, 

a 1x mer 
IV. Vi—Vi I Oo 

ic un 7 

V;—V; o I 
so ist: 

[45 Vi + A p = 

(8) 


(9) 


Dies sind die »Normalintegrale 2. Art»; ihre Periodizitätsmoduln an a, setzen 


wir zur Abkürzung gleich w, bezw. w,, dann ist: 
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in Node A eI], CA: 
13 
e x c. — Aga At 444A 
En vm ue D D iy. 
13 


Als Normalintegral 1. Art wählen wir die nach (7) zulässige Bildung: 


U 

II —U' 

‘ ) AR 

und setzen (vorübergehend): 

(12) | AE all 


4; 


Die Gl. (6), (9) und (11) ergeben also jetzt zusammen mit der Tabelle II. und 
den Gl. (ro) und (12) folgendes Periodenschema : 





















































V. 
an d, ay As | a, a, ae 
ET] Pr — 
U* — Onn Bie I —(e2 Fr 0°) ia | (02 0°)'a;3)) — (0 0t) 
Vi — y; I O [Op — (02° 2:02) O — (e+ o*) w, 
y: y + 2 3 4 
3 — Vi O I Os O — (0221202) (o + 0*) w, 
W:—Wi I O [9 — (0 + o*) 0 Oo 
W;—W; O I 0 0 — (0 + o9 : 0 
* yÓ* 2 3 
W;:—W; [0 [9 I [9 0 — (0° + 0°) 
an b, b, m] ieee wl eat OAM 
U* —U* |— oa, — oda, — ot — 0, — 0 045 — og? 
+ = 
Vi-—V; — 0° 0 — QU, — 0° [9 — po, 
+ — 
Vi— V; [o — 9? | — ou O — p! — ow, 
W:—W: — t o 0 — 0? 0 o 
Ww: W:| à aos 
m 2 Oo zz‘, Oo Oo 0 Oo 
W;—W; 0 0 — 9° 0 0 e 
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14. Auf diese »halbnormierte» Integrale 1. Gattung wenden wir jetzt den 
in Artikel 12. erwähnten Satz an, dass, wenn / und /' irgend zwei Integrale 
1. Gattung sind, das Integral f°Z d I! über den ganzen Rand der kanonisch zer- 
schnittenen RIEMANN’schen Fläche 7" genommen verschwindet. Nun ist aber: 


fiar-X|^ 5 |, 
fid A p B, 


wo A, bezw. A’, die Periodizitätsmoduln der Integrale / bezw. 7! an dem 
Schnitte a,,, und B, bezw. B', die Periodizitätsmoduln der Integrale 7 bezw. /' 
an dem Schnitte 6, bedeuten. 


Wir haben also die Relation: 


(13) > ^h 2 =D: 


i L D p 


Sebzengewirerye URP Rp 


und) DEMI My soneroibtssiche 
(14) a,, — (o + ot) o, und a,, = (0 + 0!) c, . 


Auf die übrigen Integrale angewandt ergibt Gl. (13) Identitäten. 
Demnach nimmt das Periodenschema V endgültig die folgende Form an: 





VI. 

an: a, a, a, | ah, a, Aa, 
U’ — U* | (o+0!)w, |(e+o!)w, I [On () (9 + o*) 
yi— Vi I 0 07 — (o? + o?) [6 — (0+0*) o, 
rg O I w Oo — (g^ + o?) | — (g-- o*) o, 

ee v | ala à #0 Pu Gee or MUERE, ay 
W:--Wi| I 0 [9 — (o + o*) [9 [9 
+ =. EE d K 
W;--W;i| [9 I 0 (e — (o + o*) (e 
| Er US = x 

* prx | 
W: —W; 0 [9 I | [9 0 — (e? + 9°) 

an b, b, Dn b, b. DE: 
+ ol a =; PES ar 
U* X (o + 9?) c, —(o+ 9?) — p! — (r--g?)o, — (x-e?)o — p? 
Vi—Vi — 9° [9 — 0, — gt [9 — oa, 
CE ; x 
Vi—V; 0 sqm — 00, 0 — 0: — Q? ty, 

ee | 

+ — 
Wi—W; o! [9 o — 0: ) | [9 
+ — 5 
W,—W; Oo — 0: Oo Oo — g? O 
2e D ri > a re 
W:—W; 0 0 — 0° 0 0 — 0! 
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In dieser Tabelle sehen wir die anfänglich 72 Periodizitätsmoduln der sechs 
Integrale 1. Gattung auf zwei absolute Moduln w, und w, zurückgeführt, die, falls 
zwischen den Verzweigungspunkten keine besonderen Relationen bestehen, von- 
einander unabhängig sind. 

15. Auch von den halbnormierten Integralen ist die Determinante der 
Periodizitätsmoduln an den a-Schnitten nicht null; also: 


(o + o!)w, (o + o*) c, I &, &, — (0 + ot) 
I [9 w, — —(o? + o) 0 — (9 + ot) e, 
0 I > 0 ie Ta) (a trot) e i 
I o [9] — (0 + o*) o o 
o I oO O — (o + ot) O 
0 [9 it 0 O0 — (0? + o?) 


Wir multiplizieren die r., bezw. 2. Spalte mit (o? + 0°) und addieren sie zur 
4. bezw. 5. Spalte; die 3. Spalte multiplizieren wir mit (o + ot) und addieren sie 
zur letzten Spalte. Dann ist: 


(o+ o*)o, (o -- of), 1 0 0 fg 
I 0 On Oo O0 Oo 
Oo I (05 0 O Oo 
7 0, 
it Oo 0 : I+207+20° 0 Oo 
o I (0) o I+20°+20° o 
[9 [o I 0 o —(r- 20°4-20°) 


(o + o!)w, (o + o*) co, I 
(15) = I 0 O, 
o I (0, 


von null verschieden ist; also ist: 


(16) Q— 1 — (0 + ot)(oi + w;) 0. 


s 


Auf diese Ungleichheit gestützt, lassen sich jetzt die definitiven Normal- 
integrale 1. Gattung leicht konstruieren. Wir bilden zunächst aus U”, V; und 
V; drei lineare Funktionen 7,, T, und T, mit den Periodizitätsmoduln: 
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an: a, Gy as i 
DN Cos 
T,—T, I o o 
VII. ar = 
TT; Oo I 0 
+ = 
TENTE o (6) I 
Dann ist: 
e+e)w,T,+(e+0)w,T, + T, — U'*, 
;* 
(17) T, Tow, T, = py 


T + (5 Te = We: 
mithin: 
m U* * (1—(o + ef) a3) Vi * (o + Moro, V; 


T,— 


Q 
x _ eV" + (e+ oop, Vi + le + e)o2) Vi 
(18) ie Q E 
T.— UE oto o ooa) Oa 
CRE = oO u I 





Demnach ergibt sich jetzt folgendes Periodenschema : 





VII. 

an: a, a, a, | ay a, a, 
+ — li " 
T, —T, I 0 Oo — (9° + 9?) Oo O 
= - e seats 
T, —T, [9 I o o — (o? + 0°) o 
A = Bos 
T,—T, Oo 0 I Oo 0 —(o + ot) 
E: = * 
W:—W: I 0 Oo —(o + o*) 0 o 
W:;—W; 0 I 0 Oo — (0 + o*) O 
o : P EST 
W:—W: 0 o I fg 0 — (o? + 0°) 








an | b, b, | b, | b, b. | b, 
+ = j (i p o, (0; m. a) 
3 E 12 ! 2 n 2 SN peel 9 3 
T, —T, |(ct2etag) ie Gtzer2g) ii^ ey ler ti ot) (gor) | (gus ts 
| 2 Q f Q 
PE. qi O4 Wy ENDE Ws CA, CJ. oO; ’ >» 
7,1, | Gtzet2e)-S | Gt2o+20) 5 —e*| (ee) | (6—e)—5^ (e—e)5—e| (ee) 

















16. Aus diesen sechs Integralen erhalten wir die Normalintegrale r. Gattung, 


wenn wir aus 7T, und W;, T, und W;, bezw. T, und W; je zwei lineare Funk- 
tionen u, und u,, «, und «,, bezw. u, und u, bilden, denen wir die Periodizitäts- 
moduln vorschreiben : 


+ = 
IX. am d,: U, U, I (HT, 2,13; 4, 5, 6), 


wo 0,, das Kronecker’sche Symbol ist, das für «=» den Wert 1, für uz v 
den Wert null hat.! Dann ist: 








u—-(e+o0)w=T,, u — (oe + ot)u, — Wi, 
(19) Un — (0? + g?) u; — T, wort 0) Ue LP 
| Qs o s 0) VIE us — (0 + g)u, = W; 
und die definitiven Normalintegrale sind endlich : 
[s - Peter. (—texe)m. 
5925 595 
U, — (B t (084 e) T + | — (e e) nm. 
SQ 5 | 
(20) J Us | me: e) T; + C + ze + ei) W;: 
| 





! Die Riemayy'schen Normalintegrale 1. Gattung sind also riu,,. 
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Ga) !u-—[ eee) mw. 
I I 
Us — — (: +2(@ +0) (T, — Wi) 
3,05 
tty = E S (e e) (Ts —W3) 
| 3) 2 


Setzen wir symbolisch 


(21) ao + bo? + cg? + dot —(abcd) 
und allgemein: 


(22) — tr, 


so gehört zu den Normalintegralen (20) das auf Seite 27 folgende Perioden- 
schema X. 


Bezeichnet man : 


so ist die bekannte Relation 


in Tabelle X identisch erfüllt. 


$ 5. Die Thetafunktion. 
17. Die zu unseren Normalintegralen gehörende Thetafunktion lautet: 


Li 


OA CA Tre eee | MOT) Jes 
— 00, +00 


\ rifs+ 2rilm; Uy +My Us maus +m Uy HMS Us + Me Ug) 
/ 


Loo © 
nu, ma, Ma, Ma, Ms, Me 
worin f, die quadratische Form der sechs Summationsbuchstaben bedeutet, deren 
Koeffizienten die Periodizitätsmoduln der Normalintegrale an den 6-Schnitten 
sind. (Tabelle X.) Also: 


6 6 


(x) i= > Z^ my my 
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€ 
(&rpz) = 4 
I 











(era) 
°0) 
I (ere 
0) 
Wt eh Ci mo c 5 
(PET) One) rl (aie) ee > (1zz1) = — 
Te X. I "0) I Q) 
ae JS EIS S : ra) , S 
Chen (Erte) rl 20e (ie 
$0) I | i AC) i m'o I | 
=A c == 3 G a C eo d RG | 
C(xt£1)-— | (rer) =— |(€1bz)-—C(aeex)- — 
mr cane I MAT ‘a TE 
SU ST ER f = aan Fal 
'q | q ES 
I [o o | 
o I [9] 
0 Oo | I 
Oo Oo Oo 
| 
0 | o | [9 
0 | Oo | 0 
| | 
T *p | "p 





[0] 


oO 


"p 








O 


o 








Zr 5 à 
Orre)= tn — En 
1n) I = + 
Fash en ; 2 
—O__ (EPPE) in — *m 
a) lo) I - gs 
S zy WS 
(rzer)- + (PE) | m — m 
I a I E "t 
'q ue 
o 197, — 9p 
= gt 
Oo 
0 
| o 
O0 
I 
| Ip 
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= L (3443) fh 4 DU 2 = (2172) n m, — HS an^ m, Wu Pto pn 
5 
+ | sn s (12) o Ms — 5 (1331) nr en, | m, 
+ | = ears d 5 (3113) = Mi, — : (1221) “1s zoe we Im: 
d CEA LA 5 -- 
L L Ba [ L + V9 
+ SE (1331) 21? > Da Ta ds 50221) 0 m; + -(2xx = ms € Feds ©, Im 
> -- = -- 
I om, + DM T 2 Di Ma + WM, + M 
E 1, 0330) : CUN oe Oa u. (2222) o Ms + = (2112) So os pm. 
ES E (1331) ULT on aay os * (1221) = m; + = (2012) — Quast, a MEME Im. 
= “= à — -- 
+ : (1221) m; — 2 (2413) m, m, + (4321) m; | 
x | 
+ iss 21) m; — 2 (2413) m, m, + (4321) m; 
Taf er Hrn . | 
Fa (2112) m; + 2 (1234) m, m, — (2413) me 
Beachtet man, dass 
(3443) (orro) = (1331), 
(2) (3443) (ox10)*— (2112), 
(2112)-(orro)*— (3443) (or10)*— (3113), 
(1331)-(orro)*— — (1221) 
ist, so ergibt sich: 
(3) i= 
I, . _.w,m, + mM, — (orro)?m om, + OM; 4- m 
| 3 (3443) 0 — 5 (7331 ) senc 0 | n; 
x | i (3443) OM, + Wy = (orro)*m, os E : (1331) © Hcc +m, f | i 
> -- x -— 
m Dy My à é 
i E 2 (3443) a A d oo, I— (orro)*m, (onen = (aa) + ur <= ™(ox10}* fm 
n 2 san) om, + 0» LEE ma, = a s (ana) Hors + M » | m, 
5] 4 LEA 
x = 35) t m, o, 17 CSS A E Lex De m, + E i D Im. 
* E: “pers m, + o, i  (orro)* m, ^: ! (2115 à OM + ETS Im. 
EE 5 
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_ (3443) 
= 


+ 


(c, m, + ®@m,— (0110)? m,)? — 


Un |H 


+ S | (2291) mt — 2 (agra), m, + (4321)m; | 
)m 


at 221) m, — 2(2413)m,m, + ( ym? | 

5 | 

en) (2112) m, + 2 (1234) m, m, — (2413) m; = | 

5 IE 3 — ix 3 6 6 | 
(344 

50 2 (m, m, + WM, — 


(3443) 
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(or10)*m;)- 


(orro)(c, m, + o, m; + m,) + EXE (orro)*(c, m, + o, mg + Me)? 


+ [Gams — 2 (2413) m, m, + (4321) mj 


1 [e 5 : 
+ 5] (1221) m; — 2 (2413)m,m, + (4321) m; 


m | (2112) m, + 2(1234)m, m, — 3) mi. 


5 | 


| 
J 
| 
| 
| 
lé 


Demnach ist die quadratische Form im Exponenten des allgemeinen Gliedes der 


Thetafunktion : 
(4) fe SII 
(3443) 
Sor 
wo 


QI 

is 2(2413)m, m, + (4321)m;j 
5 

4 la 

- )m; — 2(2413)m,m, + (4321)m; 
V 

Md yit " 

po (2112) mj + 2(1234) m, m, — (2413) m; 


2=1-—-(0 + ot)(vi + w3) 40 


| 
| 
| 


| 
| 
| 


: lo m, + c, m, — (0110)? m, — (0110) (c, m, + cm, + m) | 


, 


ist. Die Thetafunktion ist daher im höchsten Grade spezialisiert ; 


zwei Moduln ab. 


2 


sie hängt nur von 
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Zweiter Teil. 


Algebraische Reduktion der Integrale 1. Gattung im Falle 7,,— o. 


$ 6. Einführung des Spezialfalles /,,= o. 


18. Die Thetafunktion unseres algebraischen Gebildes hat eine so spezielle 
Gestalt, dass sie ohne Zweifel durch geschickte Umformungen in einfachere 
Gebilde übergeführt oder wenigstens durch einfachere Gebilde ersetzt werden 
kann. Jedoch fehlt uns zur Zeit jeder Weg zu diesem Ziele. Dagegen ist es 
leicht, in dem Spezialfalle zu einem einfachen Resultate zu gelangen, der durch 
das Verschwinden der Invariante 18ten Grades der Funktion f(z) [Gl. (1) § 2] charak- 
terisiert ist. Nach CregscH? bilden in diesem Falle vier der Nullpunkte von f 
eine Involution, von der der fünfte Nullpunkt von f ein Ordnungspunkt ist; oder 
anders ausgedrückt: jene vier Punkte bilden zwei Paare, «,, a, und «,, «,, während 
andererseits zu dem fünften Punkte «, eindeutig ein sechster Punkt B existiert, so 
dass sowohl c, und a, als auch a, und a, durch a, und $ harmonisch getrennt 
werden. 

Macht man über die Koeffizienten von f keinerlei Annahmen, so werden die 
fünf Punkte «; im allgemeinen komplex sein. Zwei einander harmonisch trennende 
Paare komplexer Punkte liegen immer so auf einem Kreise x in der komplexen 
Zahlenebene, dass die Verbindungslinie der Punkte eines dieser Paare durch den 
Schnittpunkt der Tangenten des Kreises in den Punkten des andern Paares geht, 
und zwar ist diese Beziehung wechselseitig. 

Im allgemeinen liegen also die Punkte 

I. «, und «, sowie «, und ? auf einem Kreise » und die Gerade «, «, geht 
durch den Schnittpunkt S der Tangenten von x in «, und 7, 

2. «, und c, sowie «, und f auf einem Kreise 4 und die Gerade «, «, geht 


durch den Schnittpunkt 7 der Tangenten von 4 in «, und j (vergl. Fig. 6). 





! Dabei darf keine Covariante von f verschwinden. 
2 


? A. CrepscH, Theorie der binären algebraischen Formen, Leipzig 1872, 8 94. 
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Die Gerade «, 8 geht durch den Schnittpunkt Q der Tangenten von x in c, 
und «, und durch den Schnittpunkt À der Tangenten von 4 in c, und «,. Die 
Kreise x und 4 können in gerade Linien degenerieren, was u. a. immer eintritt, 
wenn die Nullpunkte von f reell sind (siehe Fig. 7). In diesem Falle prägt sich 


-FIGVR- ©: 





die Lage der Punkte «, und ? der Anschauung am klarsten ein, wenn man über 
€, c, und &,«, je einen Halbkreis & bezw. v beschreibt; dann werden nämlich 
ce, und 59 die Nullkreise des durch « und v bestimmten hyperbolischen Kreis- 
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biischels; um «, und 3 zu finden, legt man vom Schnittpunkt P der Potenzlinie mit 


der Zentralen an « und » die Tangenten PM — PN und konstruiert den Kreis 
um P mit dem Radius PM. Dieser Kreis geht dann durch «, und j. 


-FIGVR 


zuo 





19. Wendet man auf die komplexe z- Ebene die Abbildung 
20 
(x) ra z—B 
an, so entsprechen 
SESS den Punkten «, und 9 der z- Ebene 
ay die Punkte o und & der £- Ebene. 





Da sich die Substitution (r), wie jede 
Substitution 1. Ordnung, durch Parallel- 
verschiebung, Ähnlichkeit und Inversion 
erreichen lässt, so gehen durch die Ab- 
bildung (1) alle Kreise der z- Ebene — 
einschliesslich der Geraden als extremer 
Fälle — wieder in Kreise über. Speziell 
entsprechen den Kreisen z und À der 
z-Ebene zwei Kreise x und 4' der Z- 
Ebene, die durch die Punkte o und 
gehen, d. h. zwei gerade Linien durch 
den Nullpunkt der Z- Ebene; jede dieser 
Geraden geht noch durch den unendlich 


oo 


fernen Punkt der Zahlenebene. 
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Die Bildpunkte ¢',, c, von «, und «, liegen daher auf 7 äquidistant vom 
Nullpunkt O, ebenso die Bildpunkte c' und «', auf 4. (Vergl. Fig. 8.) 
Durch die Substitution 


geht also das System der Nullpunkte von f über in die Eckpunkte und den Mittel- 


punkt eines Parallelogramms, das auch in eine Gerade ausarten kann (s. Fig. 9). 


*FIGUK-9- 





wobei aber immer «', und «', sowie «', und «, je von O gleichen Abstand haben. 
(Dies gilt z. B. auch, wenn die Punkte « und folglich auch die Punkte « 


reell sind.) 


Da. also stets 


— 
s] 
— 
| 
| 
| 
| 
| 


ist, so tritt an Stelle von f(z) eine Funktion 

(3) pe Cael Gera! (Eafe + we), 
also von der Form: 

(4) q(5)— (ab + 2a, 53 a;). 


Durch die Substitution (x) tritt jetzt an die Stelle der Irrationalität s — V f(z) 
die andere 5 — V (=), die wir der weiteren Untersuchung zu Grunde legen wollen, 
indem wir jedoch wieder zu den alten Bezeichnungen zurückkehren. Mit anderen 
Worten: 

Wir nehmen jetzt an, vier Nullpunkte von f(z) hätten von vornherein die Eck- 
punkte eines Parallelogramms gebildet, — den Grenzfall der Fig. 9 eingeschlossen —, 
dessen Mittelpunkt zugleich Nullpunkt der z-Ebene und fünfter Nullpunkt von f(z) ist. 
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Dann hat f(z) die Form: 
(5) !@)=2(0,2 + 222 +a,)=s, 


und die Nullpunkte haben die in Fig. roa. bezw. rob. (Grenzfall) angegebene 


-FIGUR- 40% « FIGUR: 102 5 





Lage. Die Invariante r8ten Grades ist identisch null. 


$ 7. Nachweis zweier Integrale 1. Gattung vom Geschlecht p — 2. 


20. Die folgenden Betrachtungen lassen sich am bequemsten durch homo- 
gene Variabeln darstellen. Wir setzen daher 


(1) f a oa ee az, = 202 os az) 
und | 

(2) 0e Hess 2) Ne 3n 2) 

wo nach Gl. (3) § 6 

(3) 8(z,, 2) — f(2,, 25) — 2, (ay21 + 2a, 2322 + 0521) 


ist. Unsere Fundamentalintegrale 1. Gattung (Gl. (5) $ 2), denen also jetzt Gl. (5) 
$ 6 zu Grunde liegt, werden durch die Substitution (r) übergeführt in: 


(4) : 


| 


U 


[25 
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Vim 


Sn 'zdz fe ‚(2 =) m = f% a 


Vermöge der Substitution 


(5) len — bac (z= 
wird : 
de. tdz', ge 1 dz 
2 yz! 2 
also: 
(6) (zd2) - A gan 
ANNE 
und es geht W, über in: 
(z'’dz!) 


(8) WG Ca) (are. 


Es steht also im Nenner des Inte- 
granden von W, wiederum eine fünfte 
Wurzel und zwar aus einer binären Form 
10. Grades, die aber nur drei voneinander 
verschiedene Nullpunkte besitzt. Der 1. 
Nullpunkt ist der Punkt z' 
anderen seien 


- 0, die beiden 


I > 


py [SSE = ) 
M Phundie= oe 


Die zu : gehörende RrEMANN'sche Fläche 
hat demnach fünf Blätter. aber nur drei 
Verzweigungspunkte, o, 9, und jf, und 
drei Verzweigungslinien, die wir wieder 
von den Verzweigungspunkten nach einem 


beliebigen Punkte © konvergieren lassen, 


mit zerfallender 


-FIGVEAM 


Thetafunktion. 
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der kein Verzweigungspunkt ist. Dem ten Blatte (7 =1, 2, 3. 4, 5) ordnen 
wir den Wert 


zu, wo [r] die durch Einführung von Polarkoordinaten eindeutig gemachte Wurzel 


Vz*(a,z? + 2a,2',2', + a,22)! bedeutet. Überschreitet man bei positiver Umkrei- 


sung des Punktes o die Verzweigungslinie o €, so permutieren sich die fünf Zweige 
r, von r nach dem Zyklus C?, überschreitet man dagegen in demselben Sinne die 
Verzweigungslinien j?, 9 und 3,2, so permutieren sich die fünf Zweige 7, von 7 
nach dem Zyklus C', wo 


El) 


ist. Das Geschlecht dieser Rıemann’schen Fläche ist nach Formel (6) $ x 


Demnach ist W, ein Abelsches Integral 1. Gattung des durch die Gl. (8) erzeugten 
Körpers vom Geschlecht p — 2, und es muss daher zu dieser neuen Funktionen- 
klasse noch ein von W, linear unabhängiges ABeL'sches Integral 1. Gattung 
existieren. 

21. Dieses Integral erhalten wir, wenn wir auch auf V, (Gl. (4)) die Sub- 
stitution (5) anwenden. Dann wird 


(9) fre). 


Ve (are 


? 204,2, 2/, + a,2'2)® 


Js scheint also im Nenner eine neue binäre Form 10. Grades unter der 5. Wurzel 
aufzutreten, die aber auch nur drei voneinander verschiedene Nullpunkte besitzt. 
Nun folgt aber aus Gl. (8) 


(ro) v (2,5 25)? (a3 Fear are Ta 22 Zu er ar) 
Folglich ist: 
(ax) pa I [2a + Bi erat daga) zdz) 
e T(z 15 # Ae 

Die Integrale V, und W, gehören also derselben Funktionenklasse vom Geschlecht 
p—2 an und sind linear unabhängig voneinander. Wir haben demnach zwei 
Integrale 1. Gattung des durch die Gl. (5) § 6 erzeugten Körpers vom Geschlecht 6 
reduziert auf Integrale 1, Gattung des durch die Gl. (8) erzeugten Körpers vom 
Geschlecht 2. 
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$5. Reduktion der Integrale |. Gattung vom Geschlecht p—2 auf hyper- 
elliptische. 
22. Nach einem Satze der Funktionentheorie müssen sich Integrale vom Ge- 
schlecht 2 auf hyperelliptische Integrale dieses Geschlechts zurückführen lassen. Wir 
wollen dies jetzt mit unsern Integralen V, und W, tun. 


Als hyperelliptische Integrale 1. Gattung vom Geschlecht 2 kann man wählen: 


as Sad 
(1) v= f g > und u - Z^ 
wo 
(2) ZA ee 


und q(I) eine ganze rationale Funktion 6. Grades von Z ist. Sind V; und W, in 


v und w transformierbar, so darf man ansetzen: 


dim s >=. "i. cz 
(3) av: und MT Z3 
denn nach Gl. (1) ist: 

dw deer 
(4) ae und Z 
Nach Gl. (4) § 7 ist also: 
(5) i S2 2.) 
Folglich ist: 

8(2,, 2;)dz, —2,ds(z,, 25) 


(6) Whe = 


HEART 


Nun ist nach dem EurrmRschen Satz über homogene Funktionen: 


? Si e ds(2,, 22) 2.4 0 s (2, , 25) A 
(7) 8(2,, 2) = dz, 2, + dz, CE 
und es ist: 
(8) le | m OSes, 29 das TUE OE: no, 


Aus den Gl. (6), (7) und (8) ergibt sich: 
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dz, a UNE 55 
0 s (2, , 2. 0Ss(21, 2 
Ie a, CSS ae eda, 
dz 02, JZ» E 
= S(2 a). 
oder : 
0s (2, , en) » 
Vz, e) 1 
go. 02; 
ale a dz, 
02, 
dé = = —, 
s(2, , 2)” 
Also ist: 
- 05s(z,;2,) (eda) 
(9) di=— 5 T 
e 8(2,, 22)”. 


phar = - Se ; : 
Hierin müssen wir noch (2, 22) bestimmen. Aus Gl. (3) § 7 folgt: 


€» 


, 78%, Zo) _ 0f (2, 25) 


(ro) Ses 2) dm aes 


Wir setzen (vorübergehend): 


an soli Se fe 


Dann ist aus Gl. (10) 


(3 Pt) Eee) 


Nun ist: (Gl. (4) § 7) 


nn 2, (zd) 
dV, = — RG Sent 
Also nach Gl. (3) 
(14) zs 2 
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Gl. (tr) und Gl. (3) $ 7 ergeben: 


(16) LE CCR 


oder mit Rücksicht auf Gl. (5): 


(17) REN ab 
5 


Aus dieser Gl ist noch ^7? zu eliminieren. 
ER ve 


Gl. (17): 





(18) — I 2 
S(21, 2)” 44 
Nach Gl. (3) § 7 ist nun: 
(10) 2, (AZ; 20,2; £; 
Seo») 
oder mit Rücksicht auf Gl. (5) 
(20) : I = (a: r 24, > 8(2,, 2,)2 


Setzen wir in diese Gl. den Wert von — 


(21) I -t|[s.— 


Aus dieser Gleichung folgt schliesslich : 


(22) Ze 
5 


SI? 5 


a 


2) 


Ble 
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ach TERERE aufgelöst ergibt 


VZja, + (a; = mA 


Unsere Integrale V, und W, nehmen also die Gestalt : 


an, wo Z durch Gl. (22) gegeben ist. 


23. Die Umformung von f (Gl. 


0 #1 


(23) We X (ex. Wer 


(ea) 


r 


$ 


di 


Z 


2) 


, aus Gl. (18) ein, so ergibt sich: 


Z 
6 a, cU | 


in die Gestalt f(2,. 2,)— 


z,(a,z! + 20,2122 + a,21) lässt sich mittels der Methoden der Invariantentheorie, 
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insbesondere durch das Verfahren der typischen Darstellung ! erreichen; auch die 
Überführung von V, und W, in hyperelliptische Integrale gelingt auf diese Weise, 
jedoch durch ausserordentlich komplizierte Formeln, auf deren Mitteilung wir 
verzichten wollen. 

Wegen der Reduzierbarkeit von V, und W, müssen nach Sätzen von Picard 
und Poincaré? sich auch die übrigen vier Integrale 1. Gattung reduzieren lassen, und 
zwar auf Integrale vom Geschlecht p — 4. Die Lösung dieses Problems mit den im 
Krazer'schen Buch über die Thetafunktionen ? angegebenen transcendenten Hilfs- 
mitteln ist z. Z. praktisch nicht ausführbar. Eine rein algebraische Lösung 
wollte ebenfalls nicht glücken. Wir müssen uns daher vorbehalten, auf diese 


Aufgabe später einmal zurückzukommen. 


1 À. CresscH, Theorie der hinären algebraisehen Formen, Leipzig 1872, 7.—9. Abschnitt. 
? X. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903, S. 499 Satz XII. 
®]. e. Kapitel XI. 
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Dritter Teil. 


Reduktion der Thetafunktion im Falle /,, — o. 
$ 9. Die Riemann’sche Fläche im Falle 7,, — o. 


24. Im Falle /,,— 0 darf, wie wir im § 6 gezeigt haben, unsere Grund- 
gleichung (1) § 2 in der Form 


(x) Se) e 2d, 2? + A>) 





angenommen werden. Die zu « gehörige RreMaANNn’sche Fläche ist fünfblättrig 
und besitzt fünf Verzweigungspunkte. Dem »ten Blatte (v— 1, 2, 3, 4, 5) ordnen 
wir, wie im $ 2, den Wert 


(2) Sy os] 


zu, wenn [s] die durch Einführung von Polarkoordinaten eindeutig gemachte 
6 


Vf(z) und 


(3) e 


ist. Die fünf Verzweigungspunkte entsprechen den fünf Nullpunkten von f(z) 
und haben daher eine spezielle Lage (vgl. § 6). Nämlich der eine Verzweigungs- 
punkt ist der Punkt z — o, und von den übrigen vier liegen je zwei, «,, «, und : 
&, €,, symmetrisch zu dem Punkt z —0; «,, &, «, und «, bilden die Eckpunkte 
eines Parallelogrammes, dessen Mittelpunkt der Punkt z— o ist (Fig. 12). Als 
Verzweigungslinien wühlen wir die Diagonalen dieses Parallelogrammes, wobei 
dann zu beachten ist, dass die Blätter der Rremann’schen Fläche nicht längs 
einer ganzen Diagonale in gleicher Weise zusammenhängen. Es permutieren sich 
vielmehr, wenn man bei positiver Umkreisung eines Verzweigungspunktes die 
zwischen diesem Punkte und dem Punkte z—o liegende Hälfte der Diagonale 
überschreitet, die fünf Zweige s, von s nach dem Zyklus 


re; 2H 5). 
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Infolgedessen hängt, wenn man die 


!' FIGUR» 42: 


beiden Hälften einer Diagonale in der- 
selben Richtung, z. B. in der Richtung, 
in der man schreibt, überschreitet, das 
rte Blatt längs der einen Hälfte der 
Diagonale mit dem zyklisch folgenden, 
längs der andern Hälfte aber mit dem 
zykliseh vorhergehenden zusammen. 
Im Punkte z — o hàngen die fünf Blat- 
ter in komplizierter Weise zusammen, 
jedenfalls aber gelangt man, wie man 
sich leicht an Fig. r2 überzeugen kann, 
nach fünf positiven Umkreisungen des 
Punktes z—0 wieder in das Blatt, 
von dem man ausging. 





25. Wir betrachten nun die Werte s bezw. 5 von s in zwei in bezug auf 


den Punkt z — o symmetrischen Punkten z bezw. 2. Es sei: 


DO =? 


20, 7). (A 1,92; 3,4). 


(4) 


FIGV Re 48€» -FIGOVR: 45 b - 
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Die Winkel zwischen der positiven Richtung der Hauptachse und den Geraden 
r bezw. r, bezeichnen wir mit y bezw. (py. 
Dann ist (vergl. Fig. 13a und 13b): 


Es ist also 
(5) s=—s. 


Die Werte von s in zwei in bezug auf den Punkt z —0 symmetrischen Punkten 
unterscheiden sich also nur durch das Vorzeichen. 
Im vorliegenden Falle besitzt also die RiEMANN’sche Fläche ausser der früher 


benutzten Transformation in sich [vergl. Gl. (7) $ 1]: 


al — = J 
(I) (5 = f s = 08 
noch eine zweite: 


(11) PT Se 


die jedem ihrer Punkte P in demselben Blatte den bezüglich z — o zentrisch sym- 
metrischen Punkt P zuordnet. 

Wie wir nun früher bei der Anlage des Querschnittsystems die besondere 
Natur der Abbildung I ausgenutzt haben, indem wir drei Schnitte eines jeden 
Teilsystems zueinander kongruent annahmen, (vergl. Artikel 8 und Fig. 5, An- 
hang) wollen wir jetzt ausserdem noch nach Möglichkeit dafür sorgen, dass durch 
die Abbildung II das ganze Querschnittsystem in sich selbst übergeht. Dieser 
Gedanke lässt sich wenigstens so weit verwirklichen, dass 

die Schnitte des Teilsystems S,, nämlich a,, b,, a,, 0, 
zu den Schnitten des Teilsystems S,, nämlich a,, b,, a,, 6; 
in bezug auf den Punkt z — o zentrisch symmetrisch liegen (vergl. Fig. 14, An- 
hang); ausserdem ist in Fig. 14 zu dem Schnitt 6, des Teilsystems S, ein in 
bezug auf den Punkt z— o zentrisch symmetrischer Weg b, gelegt, der zu 
weiteren Relationen zwischen den Periodizitátsmoduln Anlass gibt. Im übrigen 
ist Fig. 14 nach demselben Prinzip angelegt wie Fig. 5, nur sind die einzelnen 
Schnitte in Fig. r4 im Vergleich zu denen von Fig. 5 verzerrt, da in Fig. r4 die 
Verzweigungspunkte nicht in einer Geraden liegen (vergl. Artikel 8). Es bleiben 
daher alle bisher gefundenen Modulrelationen auch in unserem Spezialfall richtig. 
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$ ro. Die speziellen Periodenrelationen im Falle 7, — o. 
26. Die Abbildung 
(1) = — 2, $—-——s 


unserer RiEMANN’schen Fläche auf sich selbst hat für die Integrale 1. Gattung 


| e- fee 


(2) | re | = ue Pen 

| W,- pee m ies W,— es 
die Folge: i 

| U=—U; 
(3) y, ——7V,, Y,— -V,; 

| W,——W,, W,— -W,, W,— —W,, 


wenn jedesmal auch der Integrationsweg mit transformiert wird. Infolgedessen 
ergeben sich für die Periodizitätsmoduln die Relationen: 


| À; =a ae ; 
(4) Az = — À, Az, — + Agi; 
| A, = — 4 > Az ie A; , À ç >= Hm : 


Folglich erhalten wir aus der Tabelle II und den Gl. (4) folgendes Perioden- 
schema : 











RT 
an: a, a, a, | a, a; (s 
Da m ehe As (og +e)Aul+ (9*0) Aul— (o + 0*) Ais 
Cas Pn a oo OU DROPS ERE MERS 
Ae Lm — A As | (e*+0°) A, + (93-0) A5— (o + e^) Az 
+ — Dr zn ; D j " 
Va N As + As: As (+0) 44 (o?-- 09) 4 (o + 0) Az; 
W,—W, Ay, mm As nero) Ailes (0+ 9*).4,|— (e? - 9?) Ay, 


63 =a (o "js 0) Ag + (o air 0) 4, —(o?+0°)A,; 


x = 
We W, A}, — A, A 
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an: b, b, | b, | b, b. b, 
ps Ir 2 9 | 
U—U |—@?A,,\+ 0 A,,;—o*A,, 04, +04, — 0° A, 
+ zl 
V,—V, |—o°A,,|+ 0°A,,\— 0 A] —0%4,, + 0* A,, — 99. 4,4 
jsp ae = 
V, —V,: |—0’A,—0°4,— 04, 04%, — 0t A, — 0° Au 
la en 
+ -— E 2 
W,—W, |—e*A,,| + 0° Aul—0 4] — 0? Ay, + Ay, — 0 A, 
ud — 2 -— en = = 
" m 4 3 
4 2 2 i 
W,—W, 0 A, —0 A, —0 A; —o? As, — 0 A; — 0" As, 
= | Ne nn = | 
d = > | 
W,—W, 0€ As + oA, —0 Ass e? As te As — 0“ Ags 


27. Ist nun b, der zu b, in bezug auf den Punkt z—o symmetrische Weg 
(vergl. Fig. 14), und bezeichnen wir den Wert der sechs Integrale (2) genommen 
über 6, mit 

Aus: (u=1, 2, 3, 4, 5, 6) 
während der Wert der sechs Integrale (2) genommen über 5, gleich 
— Aus» (u=1, 2, 3, 4 5 6) 
ist, so ergeben sich analog den Gl. (4) die Relationen : 
| Au + Aue ; 
(5) A,,= + Ay, 44 = — As; 
| A; = + 44, 45 = —A;, , Ags — + 4a. 


Andererseits ist aber, wenn man in der in Artikel ro beschriebènen Weise über 
b, integriert: 


(0) f+f=o. 


Bald 
oder: 
VATI Als: 
(7) Ay MA Ass; 
Ay PA, As m Ass Au + Ass 


Aus den Gl. (5) und (7) folgt: 
(8) Ars As 9: 
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Der damit erreichte Stand der Untersuchung wird durch nachstehende 
Tabelle XII veranschaulicht : 






































XII. 

jas | a a, a | a, a dé 

+ — 

00 A; A, A; (e 9)4, + (go Au) (e + o')A,; 
Lo KO ae Ca EC nee, 

Viola 4,, —4,, As |—(e’+0°)A,, + (e 0)4,, (e + 9*)45; 
Pars | (= ae VUA = = 

V,—V, Ai + As o — (e? - 9?) A, — (e? + 0) As: o 

n —W, Ay Ay, A, (0 + 9')Z4 + (o + 0*)A, (o°+0°)A,; 
een = : T ru =| Se 

W.,—W, AN cA, O0 — (o + 0*) 45,| — (o + 01) A5, 0 
——— —— —- L : Em pie AUX 190 .0 TOUTE JE ERN 

n W, Ag, x Aes Ags —((@ xi: 0") A,, ar (o ae 0) A; — (e^ 0°) Ags 
| an b, OUI CU b, by 

Te QA, + 0*4, —0 4, 0À,, +04, o! A, 
Pr Te nn in fa ET CET 

V,-V, 0° A,,| +0°A, —0A,| —0°:4,, +0:4,, — 9? A,, 

= — E PU ut 2 23 Ne 2 

V,—V, 9A, — 0° As: o 9! As, — 9! As, o 

W,—W, € A, oA, As —20 Au + A, —0 A, 

CNN Aaa Sh Lr tec ED T x mier Le X 

W,—W, 0t4;,| —o*A., 0 — 0° A,, — 0°? A. 0 

WW; |—o4,)+o4,—044) —04, | +64, | "674 





28. Diese Tabelle enthält noch nicht die aus Gl. (13) $ 4 folgenden Rela- 
tionen. Um diese in übersichtlicher Form zu erhalten, gehen wir zu den »halb- 
normierten» Integralen 1. Gattung U*, Vj. Vi, W;, W; und W; des $ 4 (siehe 
$ 4 Gl. (11), (9) und (6)) über. Nach Gl. (7) $ 4 braucht man dazu die Tat- 
sache, dass 


4,” und D’,70 


ist. Nach Tabelle XII ist aber: 
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D'i—245 A;,, 


und die Gl. (10) § 4 ergeben daher mit Rücksicht auf Gl. (4) und (8): 








ce Em A3 es A3 
^ 2A,,A,, 24 
à A,, A5 Ass 
Nr Seo € < 
s 2045, As, 24, 
also 
D =— (05 
Wir bezeichnen 
A 
2225. 
(9) D — — = o. 
2 AE 
Nach Gl. (16) $ 4 ist dann 
. (10) Q=1—2(0+ o')w* zx o. 


Wir erhalten also das merkwürdige Resultat: 

Auf unserer zentrisch symmetrischen Riemann’schen Fläche hängen die Perio- 
diztdtsmoduln der sechs Normalintegrale 1. Gattung und mit ihnen die Thetafunktion 
von nur einem Modul ab. 

Die Tabelle der Periodizitätsmoduln der Normalintegrale des Falles /,, — 0 
geht aus Tabelle X durch Eintragung des Wertes = w, = — vw, hervor. 


29. Infolge der Relation 
(0, — — (0$ — Q 


gestaltet sich der Zusammenhang zwischen den Normalintegralen w,, w,, w4, w,, 
u;, U, und den Fundamentalintegralen U, V,, V,, W,, W,, W; (Gl. (2)) sehr 
einfach. Nach Gl. (19) und (17) § 4 ist zunüchst mit Rücksicht auf Gl. (9): 


D? = (9 + o*) v (u, — Uz) + e (Uy — Us) + Ug —(o+ o*) Uy; 


Vi = u, — (0? + 0°) u, + o (u4 — (o + 0%) wi), 
(x1) V — u, — (g? + of), — o (u, — (o + 0) us); 

W =u, — (0 + ot), 

W, =U, — (0 + of) Us, 

W, =u, — (0? + 0°) u,; 


und endlich nach $ 4 Gl. (rr), (8), (5) mit Berücksichtigung der Gl. (4) und (8): 
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U=A,, U* = Asst (0 + e!)o (u — U2) + co (u, — U5) + us — (o + 0*) us, 
V,=4,;,( vu) = Aj, — Uz — (9? + o?) (u, — U5) + 20 (us — (9 + 0%) ,)j 
(ae) V,=A,,(V;+V;) = As, + U,— (o? + e?) (u, + w;)} 
W,=A,,(W,— W;) AS A, % (0-505) (uw, —u;)} + s us — (9? + 9°) Ue} 
W,—A,,(W; + W;) A5, V, +W—(e + o*) (Uy + U5)} 
| W,=A,,(W;—W;) + Ags W,=Agitu, — u, — (o + o*)(u, — us)} + A3 05 — (0? + 0°) s; 


$ 1r. Zerfällung der Thetafunktion. 


Nach Artikel 3 muss die in Artikel 17 angegebene Thetafunktion 


) gifs + 2milmu, +msu, +mzus tM u, +Mm u, mous) 


30. 
(1) 3 (u, | t, | 5 | u [245 | 0.) = 
(m, , Ms, Ma, Ms, Ms, m, von — o» bis + o), worin 


(2) f= 


(3443) | (, T4 + m, — (ox1o)? m, — (0110) (c, m, + e, m; + My) | 


kis : |(x22%) m; — 2(2413)m, m, + (4321) m; | 


3E 3 | (22) m; — 2(2413)m,m; + (4321) m; | 
a ein) m; + 2 (1234) Ma m, — (2433) m: | 
und 
9 — 1 — (e + e) (oi + o5) 
ist, für ©, = —w,—w zerfällbar sein in Faktoren vom Geschlecht p—2 und p-— 4. 
Infolge der Relation c, — — c, — c nimmt f, folgende einfache Gestalt an: 
(3) iy ER | c) (m, — m,) — (orro)? m, — (0110) (w (m, — m,) + m,) | 


(2413) (m, m, + m, m) 


| 
| 


Cnt 


= * (1231) (m? + mi) + L (4321) (m? +m?) — 
5 5 


s (2112)m; + 2 (1234) m, m, — (2413) m; 


, 


die es statt einer systematischen Untersuchung über die Methodik des Zerfällens 


nahelegt, folgenden Ansatz zu versuchen: 


u” 
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» [m +m, =, m, Mm; us Ge N 
t | m, + T5 =, 14, mM, = tts, Me = us. 
Dann ist: 

| m,— — LH ; 108 = [Un Mi = Basta Hs : 

2 e 2 

(5) fa N 

| m,— ony Te my = 72 = Ps 
Also: 
(6) m} + m) = 25 IE m, m. — "s x s x 


V, Y» My ts 


2 


m, m, + m, m, — 


Daher wird: 


fa (m, | m, | m; | m, | m, | m4) = 


2 


ELS | wt, — (oxro)? u, — (oxro) (e t + Hy) Í 


+ = (1227) (v? + u) + = (4321) (v? + n°) — 


I 
241: 1 al BR E 
= = EE 


iie) Meg E 
ES (nay + 2 (1234) tty tt, — (2413) u? t 
wo sofort auffällt, dass kein « mit einem » multipliziert auftritt. Daher zerfällt 
f. (m, | m, m4 m, (m, m,) in die Summe zweier quadratiseher Formen f,(u,lu,lu,lu,) 


und f,(», v;), also: 


(7) fe (m, | ms | ms | m, | ms | ma) = f, (te, us | us |) + f (ln), 
wo 
(8) faut lee Hal) E | jw, — (oxro)? u, — (OTTO) (cus + My) | 


I = a 2 

+ | (220) ud — 2 (2413) n + (4321) d | 
| 
| 


mg ea + 2 (1234) tS t, — (2413) wi 


(9) hon v)- | (x221) v1 — 2 (2413) "^ *; + (4321) v; | 


I 
IO 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 25 janvier 1909. 
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1. Führt man in der Linearform 


Oo 


M,U, + Ms, Uz + Ts Uz + 494 + M, Uz + M, Us 


des Exponenten der Thetafunktion (Gl. (r)) die Substitution (5) aus, so gruppieren 
sich die w,, u,, U3, Uy, Us, u, zu folgenden Verbindungen: 


|. =m=2u),; el. Vu, oa 


(10) 


| u, + Up = 2 , 


I "n 
2, ll D Sb Ui EOS 


und es wird: 


(a) | MU, + Ms, Uy + Ms Uz + MU, + MU; + Me Uy = 
II j 


(ut, Wy + t hs + s U's + MG) + (v ws + vsu). 


Daher ist: 


(12) 9 (u, | Us| We u, Us | a5) — 
NuUa peo! pal pa) + 26 (py u, E peu s + rg u's + py u^.) eritslvı Yo) + 2xt(v, u + Ve u.) 


E 


und wir dürfen jetzt hoffen, die sechsfach unendliche Reihe so zu zerfällen, dass 
der eine Bestandteil nur nach den w, der andere nur nach den » summiert 
wird. Nun waren andererseits V, und W, ursprünglich die Integrale, die sich auf 
das Geschlecht p — 2 reduzieren liessen; von ihnen wird auch die Thetafunktion 
vom Geschlecht p — 2 abhängen. Soll unsere Hoffnung berechtigt sein, so 
müssen also w;, w; lineare Funktionen von V, und W, sein. In der Tat ist nach 
Gl. (ro) und Gl. (12) § ro: 


x 
| 
Hs. 
= 
= 
e 
+ 
"S 


3 o 2 w, +20u, + u,—(o+ 9) w,; 


S 


(13) 2. 


32. Jetzt ist noch die Frage zu entscheiden, wie über die « und » summiert 
werden muss. Aus den Gl. (4) folgt: 
its (dar, Li) 


a) Sind m; und m;+ı gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade, so 
sind », und u, bezw. v, und u, gleichzeitig gerade. 
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b) Sind m; und mi+ı ungleichartig, so sind », und u, bezw. v, und u 
gleichzeitig ungerade. 
2. Zwei verschiedene Wertepaare m; und mi+ı ergeben stets zwei ver- 
schiedene Wertepaare »,, u, bezw. »,, Wy. 
Folglich hat man über die »,, 7, und w,, &,, 3, 4, 80 zu summieren, dass 
I. », und 4, stets gleichartig sind. 
Z. ies n ss » » 


3. s, » u, dagegen alle Werte von — bis + © annehmen. 


Summiert man also erst über die geraden Werte von », und w,: 


| 
bo 
= 


so zerfällt die Thetafunktion (12) in zwei Summanden. Jeder Summand zerfällt 
für sich nochmals in zwei Summanden, wenn wir zuerst über alle geraden Werte 
von 7, und i: 


und dann über alle ungeraden Werte von 1, und w,: 


Va — 2 TI, 


LEP 1, 


summieren. Setzen wir noch der Analogie wegen 


, 
NS 


(0, — m 


und lassen schliesslich, da keine Verwechselung mehr móglich ist, an den in' die 
Striche weg, so erhalten wir folgendes Schlussresultat : 


(14) 9 (a2, | u, | Uy | 06, | tt, | t.) — 0,9, + 0,92 + 05:35 + 0,91, 


wo 
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| grs N'enif. (2m, ma | 2mz | m4) + 2x i(2m, Uy + mau, + 2 mg U's + myu';) 
i= 
Zul 
m 
| Dr per iuto. Mo |2 ms +1) my) + 2ri(2m, u, + ma us + (2m; + 1) u's +myu'y) 
B 
(14a) | . , 1 ' ' ; 
Jugo PAD AT + 1) m, |2mz | m4) + 2x2 ((2m, + 1) w' + ma us + 2m; u's + myu',) 
3 
m 
em N'eif.(2m 4-1ims|2ma +1) my) + 2x d ((2m, + 1) v, + maus + (2 ma + 1) u'5 + m4 4) 
4 = 
m 
und 


9, — NM orife(2m 2n2) + 2ri(2n,w', + 2n,u",) 
o N eif» (2n, 2Nna +1) +2ril2n,u', + (2no +1)u') 
2 = 
n 
eu Denim + 1/29) + 2ril(2n, +1) u", +2mul) 
3 
it 


gue WS orife (2m +1/2nz +1) +2ri((2n, +1) uly + (2n; + 1)u",) 
à Zi 4 


n 


wo jede dieser Summationen von — « bis + © zu erstrecken ist. 


§ 12. Schlussergebnis. 


33. Durch die Gl. (14) des § 17 ist das Reduktionsproblem im wesentlichen 
gelöst. Auf die weitere Ausarbeitung dieser Gleichung durch Einführung von 
Charakteristiken und Anwendung der Multiplikationsformeln! können wir hier 
nicht eingehen. Doch sei hervorgehoben, dass die Thetafunktionen vom Ge- 
schlecht p=2, auf die wir gestossen sind, lauter numerisch bestimmte Moduln 
haben; sie lassen sich durch eine Transformation von irrationaler Ordnung weiter 
zerlegen, worauf wir jedoch auch nicht eingehen wollen. Die Thetafunktionen 
vom Geschlecht p — 4, die bei der Zerfällung der allgemeinen Thetafunktion auf- 
getreten sind, hängen von einem einzigen Modul w ab. 

34. Es bleibt nur noch übrig, für die Verbindungen der Normalintegrale, 
die in den Thetafunktionen von den Geschlechtern p —2 und p — 4 auftreten, 
die Periodizitätsmoduln anzugeben. Mit Rücksicht auf Gl. (9) $ ro und Gl. (xo) 
$ rr ergeben sich aus Tabelle X die Tabellen XIII und XIV: 


! Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Kapitel V, 8 ro. 








oe | NOTE | | Or | Se || * - 
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- OI OI OI OI 
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Es hängen also tatsächlich, wie Artikel 33 es verlangt, die Periodizitats- 
moduln der Integrale w’,, w,, w, und w, von einem einzigen Modul w ab, der sich 
aber aus den Periodizitätsmoduln der Integrale x” und wu! heraushebt. 


Damit wollen wir unsere Untersuchungen abschliessen. 


Nachtrag: 


Die Arbeit über den auf Pag. 1 erwähnten Fall » — 3 ist inzwischen erschie- 

nen, nämlich: 
Bcc —— 
K. Saver, Zur Funktionentheorie auf dem algebraischen Gebilde s—V fs, (2). 


Strassburger Dissertation, Leipzig 1900. 


2t 
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UBER DIE AUS DEN SINGULAREN STELLEN EINER 
ANALYTISCHEN FUNKTION MEHRERER VERANDERLICHEN 
BESTEHENDEN GEBILDE. 


VON 


F. HARTOGS 


IN MUNCHEN. 


Über die allgemeinen Eigenschaften derjenigen Gebilde, welche aus den 
singulären Stellen einer analytischen Funktion mehrerer Veränderlichen bestehen, 
ist zur Zeit noch sehr wenig bekannt.! Die nachstehenden Untersuchungen ver- 
folgen den Zweck, die Beschränkungen festzustellen, denen diese Gebilde in den 
einfachsten und nächstliegenden (als Analoga zum Falle der isolierten singulären 
Stelle bei den Funktionen einer Veränderlichen aufzufassenden) Fällen unter- 
worfen sind. Das Ergebnis lässt sich kurz dahin zusammenfassen, dass in diesen 
Fällen die Gebilde stets analytische sein müssen.” Ausführlicher sei heirüber, 
sowie insbesondere über die Gesichtspunkte, welche bei der genaueren Charakteri- 
sierung der zu untersuchenden Fälle massgebend waren, folgendes vorausgeschickt. 

Für die Funktion f(x, &! z",..., y) der unabhängigen Veränderlichen z, x, 








z'",... und y sei die Stelle x=2’ =x'=---—y=0 eine singuläre. Ist dieselbe 
zunächst eine ausserwesentlich singuläre, — d. h. existieren zwei für die Umgebung 
dieser Stelle reguläre Funktionen P(x, «',.., y) und Q(x, z', ..., y), welche so 


beschaffen sind, dass in allen Punkten der Umgebung, in denen Q(x, x',..., y) 


nieht verschwindet, die Relation 





! Vgl. hierüber meinen Vortrag »Über neuere Untersuchungen auf dem Gebiete der 
analytischen Funktionen mehrerer Variablen» (Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung 16 
(1907), p. 223), in welchem ich eines der Resultate der vorliegenden Arbeit bereits kurz ange- 
deutet habe. 

* Genauer: »aus monogenen analytischen Gebilden (n — 1) ter Stufe (Werersrrass, Werke III, 
p. 101) zusammengesetzt sein müssen», wobei n die Anzahl der unabhängigen komplexen 
Veründerlichen bedeutet. 


Acta mathematica. 39. Imprimé le 21 décembre 1908. 
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besteht, — so ist man über die Gesetze, nach welchen die in der Umgebung 
dieser Stelle gelegenen weiteren singulären Stellen verteilt sind, genau 
orientiert. Nimmt man nämlich in diesem Falle noch weiterhin an, dass die 
Funktionen P(x, z',...,y) und Q (x,«',...,y) — was sich durch geeignete Wahl 
derselben stets ermöglichen lässt — nicht beide durch eine und dieselbe, in der 
Umgebung des Punktes (0, 0,..., 0) reguläre und in diesem Punkte selbst ver- 
schwindende Funktion teilbar seien, so werden die sämtlichen in einer gewissen 
Umgebung jenes Punktes gelegenen singulären Stellen von f(x, x',...,y) durch das 
Verschwinden der Funktion Q(x, x',...,y) gekennzeichnet. Hieraus ergibt sich dann 
(wenn man von einem speziellen, durch lineare Transformation der Veränderlichen 
zu beseitigenden Ausnahmefalle absieht) durch Anwendung des WEIERSTRASS- 
schen »Vorbereitungssatzes» ! des weiteren die Existenz einer positiven ganzen 
Zahl r von der Beschaffenheit, dass in einer gewissen Umgebung der betrachteten 


! 


Stelle zu jedem Wertsystem x —£, x'—£!,... genau r im allgemeinen von einander ver- 


schiedene singuldre Stellen (E, §',...,7,),..-, (E, 85... y) jener Funktion gehören. 
Hiernach liegt es nun nahe, auch bei Singularitäten beliebiger Art als ein- 
fachsten Fall denjenigen anzusehen, in welchem in einer gewissen Umgebung 


der betrachteten singulären Stelle zu jedem Wertsysteme vr — £, 2'— £',... genau 


ine (ev. höchstens eine) singuläre Stelle ($,&,...,») vorhanden ist. Dieser Fall 
ist im folgenden als erster behandelt und es ergibt sich dabei das (bei ausser- 
wesentlich singulären Stellen unmittelbar aus dem Obigen hervorgehende) Resul- 
tat, dass 7 stets eine für £ — o, §'=0,... reguläre analytische Funktion von £, E ... 
sein müsse. 

Geht man von diesem Falle, welcher dem Werte r=ı entspricht, zu 
dem allgemeineren über, in welchem r einer beliebigen positiven ganzen Zahl 
gleich ist, so zeigt sich auch hier noch eine vollständige Analogie mit den Ver- 
hältnissen bei den ausserwesentlichen singulären Stellen: Die Gesamtheit der in 
der Umgebung gelegenen singulären Stellen wird nämlich stets durch das Ver- 
schwinden einer im Nullpunkte regulären Funktion gekennzeichnet. Das Ergebnis 
lässt sich hier etwas ausführlicher in der folgenden Weise darstellen: 

Wenn überhaupt die Gesamtheit der in der Umgebung des Nullpunktes 
gelegenen singulären Stellen durch das Verschwinden einer im Nullpunkte 





1 Vgl. über diesen sowie über die im Vorstehenden berührten Dinge des Näheren 
Weierstrass, »Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Veränderlichen 
sich beziehende Sätze» (Abhandl. a. d. Funktionenlehre p. 107 = Werke II, p. 135) 88 1—3. (Doch 


wird von diesen Untersuchungen im folgenden nirgends Gebrauch gemacht). 
e > = iz] 
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regulären Funktion charakterisiert wird (wie es bei den ausserwesentlichen singu- 
lären Stellen nach Obigem stets der Fall ist), so folgt — nötigenfalls nach Vor- 
nahme einer linearen Transformation der Veränderlichen — aus dem WEIERSTRASS- 
schen Vorbereitungssatze die Existenz einer positiven Zahl r von der folgenden 


Beschaffenheit: In einer gewissen Umgebung der betrachteten Stelle gehören 


zu jedem Wertsystem «=§&, z'— € 


! 


,... höchstens r singuläre Stellen (§, &',....,), 


, 


., (5, 8,.. 9) der betrachteten Funktion; unter den Wertsystemen Z, Z', E" 


5 ip 21 Bo O'S 


gibt es jedoch, sobald &', §",... festgehalten werden, nur eine endliche Anzahl, für 
welche die Anzahl der zugehörigen singulären Stellen kleiner als r ausfällt; analog 
bei Festhalten von §, 2", &",... usf. Das Resultat der nachfolgenden Untersu- 


chungen ist nun, dass auch das Umgekehrte richtig ist; d. h. wenn man nur weiss, 
dass in einer gewissen Umgebung der betrachteten Stelle zu jedem Wertsystem 
E, §',... höchstens r singuläre Stellen der betrachteten Funktion gehören, und dass 
die Wertsysteme, für welche diese Anzahl kleiner als r ausfällt, in der angegebenen 
Weise beschränkt sind, so wird diese Gesamtheit von singulären Stellen notwendig 
durch das Verschwinden einer im Nullpunkt regulären Funktion charakterisiert. ! 

Über das Verhalten der Funktion für die Umgebung der betrachteten 
singulären Stellen wird bei diesen Untersuchungen keinerlei Annahme irgendwelcher 
Art gemacht; insbesondere darf auch eine Verzweigung der Funktion an jenen 
Stellen stattfinden. 

Von den erwähnten Sätzen braucht nur derjenige direkt bewiesen zu werden, 
welcher sich auf den Fall +1 bei den Funktionen zweier Veränderlichen x und 
y bezieht, während alle übrigen sich dann ohne grössere Schwierigkeit als 
Folgerungen ergeben. Der Beweis jenes ersten Satzes stützt sich auf eine 
allgemeine Eigenschaft der Reihen von der Form 


oo 


S(5y-—NXfhGwv. 
v=0 

welche ich im 62. Bande der Math. Ann. hergeleitet habe; es war wiinschenswert, 
über diesen Gegenstand in $ r einige Bemerkungen vorauszuschicken. In $ 2 
wird sodann auf Grund dieses Hilfsmittels jener erste Satz zunächst unter etwas 
engeren Voraussetzungen bewiesen. Es folgt in $ 3 der Beweis eines Hilfssatzes, 
durch welchen es ermöglicht wird ($ 4), den Ausgangssatz von jeglicher ein- 
schränkenden Voraussetzung zu befreien. $ 5 enthält sodann die Erweiterung 
auf den Fall beliebig vieler Veränderlichen und $ 6 endlich auf den Fall, in 
welchem die Zahl r einen beliebigen Wert besitzt. 





1 Selbstredend bleibt letzteres auch dann noch richtig, wenn die Voraussetzungen nicht 
für die Variablen &,«',..,y selbst, sondern für irgend welche, durch eine homogene lineare 
Transformation aus ihnen hervorgehende Variable zutreffen. 
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§ 1. 


Es liege eine Reihe 


S(x, y) — X fray" 
v=0 
vor, wobei x und y zwei unabhängige komplexe Veränderliche und /,(2) 
(v=0,1,2,...) analytische Funktionen von x bedeuten, die für das in Betracht 
kommende Gebiet T der x-Ebene sämtlich eindeutig definiert und regulär seien. 

Es sei nun 2—2, ein beliebiger innerer Punkt des Gebietes T und die 
Kreisfläche |z — x,|< o, gehöre dem Gebiete T noch vollständig an. Gibt es 
alsdann einen von null verschiedenen Wert y=y, von der Beschaffenheit, dass 
die Reihe S (x, y,) im Kreise [x — x,|< o, gleichmässig konvergiert, so konvergiert 
S (zr, y) auch für jeden beliebigen, der Bedingung |y|<|y,| genügenden Wert von 
y im genannten Kreise gleichmässig. ! 

Daraus folgt aber unmittelbar: Fasst man die Gesamtheit aller derjenigen 
Werte y — y, ins Auge, zu welchen sich je eine (wenn auch noch so kleine) 
positive Grösse og von der Eigenschaft nachweisen lässt, dass die Reihe $S(z, y,) 
im Gebiete |x —z,| «o gleichmässig konvergiert,? und bezeichnet? die obere 
Grenze der absoluten Beträge aller dieser Werte von y mit A',, so gehört sicher 
jeder der Bedingung |y| € R's, genügende (hingegen kein der Bedingung |y|> R'z, 
genügender) Wert von y jener Gesamtheit an. 

Auf diese Weise wird also jedem inneren Punkt x — x, des Gebietes 7' eine 
wohlbestimmte reelle Grösse R',, zugeordnet, welche null, positiv oder unendlich 
gross sein kann. Uber diese von x abhängige Grösse R', gilt nun der folgende 
allgemeine Satz, dessen vollständiger Beweis sich auf Seite 46—47 meiner oben 
zitierten Abhandlung befindet: 

(I). Es bedeute B einen beliebigen, im Innern des obigen Gebietes T gelegenen 
Bereich der x- Ebene mit Einschluss seiner Begrenzungspunkte. Es sei ferner p, eine 
für jedes x des Bereiches B eindeutig definierte positive Grösse, deren (reeller) Loga- 





' Denn nach Vorgabe einer beliebigen positiven Grösse s gibt es eine Zahl N derart, dass 


za 7 o. : I 3 2 = = c 

für allen > NV:|Sf(@)y2|< —e und somit |/n (zx) y?| « s, welehen Wert x innerhalb jener 
ven = 

Kreisfläche auch haben möge. Daraus folgt aber, sobald |y] < | yol: 


n 


y = 
7 (n > N) 








1/n (o yn| « 


und somit auch das Behauptete. 
? Offenbar gehört y—0 dieser Gesamtheit stets an. 
? Vgl. Math. Ann. 62 (1906), insb. p. 3, p. 24 und p. 25 (erste Fussnote). 
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rithmus im Bereiche B stetig ist und für jeden inneren Punkt von B stetige, der 
Bedingung 
log p. , log p. 
| Qui Ie 





(x =u + iv) 


genügende partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach u und v besitzt. 
Gilt alsdann R', > p, für jeden Begrenzungspunki x des Bereiches B, so gilt das 
nämliche auch für jeden beliebigen Punkt x des Bereiches B. (Ist also speziell 
R', = px längs der Begrenzung, so gilt im ganzen Innern R'; > pr.) 


Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition der Grösse R', ist, dass falls 
x=x, einen beliebigen inneren Punkt von 7 bedeutet, nach Annahme einer 
beliebigen positiven Grösse & stets eine zweite, 0, von der Beschaffenheit vorhanden 
sein muss, dass R.>R, —e verbleibt, solange nur |x— z,|« 9 ist. Unter 
Anwendung dieser Eigenschaft der Grösse R',, welche in der erwähnten Abhandlung 
zur Abkürzung als »einseitige Stetigkeit» bezeichnet ist, ergibt sich aus vorste- 
hendem Satze durch eine einfache Überlegung folgendes Korollar: ! 

(La). Sind die Voraussetzungen des Satzes (I) sämtlich erfüllt, und gilt auch 
nur für einen einzigen inneren Punkt x —x, des Bereiches B:° 

Tite; — Pr» 
so besteht diese Gleichung auch für jeden beliebigen Punkt x des Bereiches B. 

Endlich ist hier noch der folgende Satz anzuführen, welcher die singulären 
Stellen des durch $ (x, y) dargestellten Funktionszweiges betrifft: ® 

(IT). Es bedeute x—x, wiederum irgend einen inneren Punkt des Gebietes T 
und es sei R,,>o. Alsdann sind die Stellen (x,, y) (ly|< Ez) für S (x, y) sämt- 
lich reguläre; hingegen gibt es für den durch S(x, y) dargestellten Funktionszweig 
mindestens eine singuläre Stelle (v,, yo), für welche |y,| = R'z, ist. 

Beweis. Ist y — b irgend ein der Bedingung |b|< R',, genügender Wert und 
wählt man o' der Bedingung |5| < 9' < R',, entsprechend, so gibt es ein noch im . 
Innern von 7 liegendes Gebiet |x — z,| « o, in welchem S(z, o) gleichmässig 
konvergiert. Entwickelt man daher die sàmtlichen Funktionen f,(r) nach Potenzen 
von «—2,, so geht aus S(x, y) eine nach Potenzen von r— x, und y fortschrei- 
tende Doppelreihe $ (x — z,, y) hervor, welche im Gebiete [x —2,|« e, |y| «e 





! Vgl. a. a. ©. p. 47—48. (Die Anwendung dieses Korollars kann bei den nachfolgenden 
Untersuchungen auch umgangen werden, vergl. p. 65, Fussnote *). 

? Während beim Satze (I) über den Bereich B nichts weiter vorausgesetzt zu werden 
braucht, als dass er eine abgeschlossene Punktmenge darstelle, so muss beim Satze (La) der Bereich 
B auch ein zusammenhängender sein. (Genaueres siehe a.a. O. p. 8, Fussnote.) In der vorliegenden 
Abhandlung finden beide Sätze nur für den Fall einer Kreisfläche Anwendung. 

= Veglivas an Ojnps28: 
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absolut konvergiert! und dem Werte nach mit S(x, y) übereinstimmt; S (a, y) 
stellt somit eine im Gebiete |a— x,|<o, |y|<o', speziell also in der Umgebung 
des Punktes (x,, 6) reguläre analytische Funktion f(x, y) von x und y dar. 

Verhielte sich nun andererseits die soeben definierte (u. a. im Gebiete 
le —x,|<e, |y|<o! reguläre) Funktion f(x, y) auch noch im Gebiete | x — x,|< e, 
|y | € E, + € durchweg regulär, wobei « eine gewisse positive Zahl bezeichnet, so 
müsste P(x—+,, y) auch in diesem Gebiete noch absolut und S (x, y) infolgedessen 
für jeden der Bedingung |y|< R',,+ « genügenden Wert y im Bereiche |x—z, | e, 
(e, <e) gleichmässig konvergieren, welch letzteres aber der Definition von R',, 
direkt widersprüche. Mithin besitzt f(x, y) notwendig mindestens eine singuläre 
Stelle (z,, y,), welche der Bedingung |x,—x,|<e, |y, |< Rz, +e genügt. Mit 
Rücksicht darauf, dass & beliebig klein gewählt werden konnte, dass ferner jede 
Häufungsstelle von singulären Stellen wieder eine ebensolche ist, endlich, dass 
eine singuläre Stelle (x,, y,), für welche geradezu |y,|« R'z, wäre, nach Obigem 
ausgeschlossen ist, folgt daraus ohne weiteres die Behauptung. 


§ 2. 

Der erste der herzuleitenden Sätze möge zunächst in der folgenden engeren 
Fassung ausgesprochen und bewiesen werden: 

Es sei x—0, y=o eine singuldre Stelle für einen gewissen, im Gebiete 
lel<e, |y] «o eindeutigen Zweig f(x, y) einer analytischen Funktion von x und y. 
Zu jedem der Bedingung |£|<o genügenden Werte 5 möge für f(x, y) eine und nur 
eine singuläre Stelle (£, y) — (E, p(§)) existieren, deren y- Koordinate »; — q(5) dem 
absoluten Betrage nach unterhalb o' liegt, und es möge ferner n—y(S) für |S|<e 
einen mit E stetig sich ändernden Wert besitzen. Alsdann stellt n — q(5) notwendig 


eine für € =o reguläre analytische Funktion von § dar. 


Beweis. Infolge der Stetigkeit der (für $ — o verschwindenden) Funktion 
;— p(£) lässt sich eine positive, unterhalb o gelegene Zahl 2h angeben, derart, 


dass |p(§)|< : 9 bleibt, solange nur |2| «€ 2% ist. Im Gebiete |v| < 2h, 





oo oo 
1 Gemäss folgendem Satze: Konvergiert die Reihe N 5v (xx) o'", wo Pu(x— x)= au(x), 

v=0 u=0 

im Bereiche |x—2x | o. gleichmässig, so konvergiert die Doppelreihe $ (x—xo, y) =X auv (e- zo)!" y" 

Hv 
für |z—zy| < e, |y| € 0! absolut. Denn setzt man Max ['f»(z—2,)| = gv, so ist nach Annahme 
|z—2o0] <0 
einer beliebigen positiven Grösse h für hinreichend grosse Werte von v: wo” <h und somit 
| aw | p^ p" <h (p —0, 1, 2,...), woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. 
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se «|y| € befindet sich alsdann überhaupt keine singuläre Stelle der Funktion 


f(z, y). 


Es werde nun eine positive Zahl k der Bedingung 20 < k<2e entsprechend 


S 


beliebig gewählt und es sei y = y, ein beliebiger Wert mit dem absoluten Betrage k. 


Im Gebiete |z| «22, |y— y,| « &— : o' ist f(x, y) alsdann eindeutig und regulär 


und somit durch eine absolut konvergierende, nach ganzzahligen positiven Potenzen 
von © und y— y, fortschreitende Doppelreihe darstellbar. Indem man sich diese 
letztere nach Potenzen von y — y, geordnet denkt, erhält man für f(x, y) eine 
im genannten Gebiete gültige Darstellung der folgenden Art: 


f(a, y) = Zi) (y — yo)” = S (x, y—Y) 
v=0 
wobei die f,(x) (v=o, 1, 2,...) für |w|<2h eindeutige und reguläre Funktionen 
von x bedeuten. 

Legt man x irgend einen speziellen, der Bedingung |v| «4 2 ^ genügenden 
Wert bei, so ist die Stelle (x, y (x)) für die Funktion f(x, y) eine singuläre, während 
alle Stellen (+, y), für welche |y — y,| € | y (x) — y,|, sicher reguläre sind. Daraus 
folgt aber sofort gemäss Satz (II), dass die durch die Reihe 5$ (x, y — y,) definierte 
Grösse R', für jeden der erwähnten Werte von x gleich |y (x) — y, | ausfallen muss: 


R',=|p(x)—y| (Iz | € 2 5). 
Da q(x) und somit auch A', für |z| € 2 ^ stetig ist, R', in diesem Gebiete 
überdies beständig oberhalb der positiven Zahl k — - o' verbleibt, so ist auch der 


(reelle) Logarithmus von A', für |x|<2 ^, speziell also für |x|—h stetig und es 
existiert somit eine von x abhängige positive Grösse p,, welche für [æ[—A mit 
R', übereinstimmt, und deren reeller Logarithmus im Bereiche |x|< stetig ist 
sowie für |x|<h stetige, der Bedingung 


0*logpz , Plog pr _ 
du? dv? 








4 log pz (x = uw iv) 


genügende partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach w und v besitzt. 
Nach dem Satze (I) gilt alsdann für alle | v[ « die Beziehung 
RE = Pr) 


welche speziell für z — o (nach Logarithmierung) 
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27 
(1) log k > = | log |p (he??) —y, | dd 
f 
liefert. 

In dieser letzteren Ungleichung darf der Grósse y, jeder Wert beigelegt 
werden, dessen absoluter Betrag gleich k ist; setzt man also y, — k.eï, so gilt 
die Beziehung (1) für jeden beliebigen reellen Wert von 9', und somit auch noch 
dann, wenn man auf der rechten Seite in Bezug auf die zwischen o und 2x gele- 
genen Werte von 9 zum arithmetischen Mittel übergeht. So ergibt sich 


97 97 
2k 27 


(2) log be cal | log | p (hei?) — ke” |d9d9'. 
0 0 


Da nämlich der unter dem doppelten Integralzeichen stehende Ausdruck eine 
stetige Funktion der beiden Integrationsveründerlichen 9 und 9’ ist, so existiert 
das Doppelintegral und kann nach Belieben durch irgend eines der beiden zuge- 
hörigen iterierten Integrale ersetzt werden. 

Beachtet man nun, dass (aus dem nümlichen Grunde) die rechte Seite der 
Beziehung (1) eine stetige Funktion von 9’ ist,! so ist ersichtlich, dass, wenn 
in (1) auch nur für einen einzigen Wert von 9 das Ungleichheitszeichen gelten 
sollte, auch in (2) notwendig das Ungleichheitszeichen in Kraft treten müsste. 
Tatsächlich gilt aber in (2) das Gleichheitszeichen; denn da für einen beliebigen 


reellen Wert von 32: 


Ip (hei) |< 6 


ist, also y—w(he‘”) einen inneren Punkt des Kreises | y| — darstellt, so gilt 
bekanntlich: ? 


on 


I | log |p (hei) —keé"|ds —logk — (o 
27 
0 
und somit auch das Behauptete. 
Demnach steht in (1) notwendig das Gleichheitszeichen, m. a. W. es ist in 
Bezug auf die oben betrachtete Reihe S (v, y — y): 





1 Vgl. z. B. Jorvan, Cours d'analyse I (1893), p. 72. 
? [n der Sprache der Potentialtheorie: »Das logarithmische Potential der (homogen mit 
Masse belegt gedachten) Kreisperipherie | ;| — ist im Innern dieses Kreises konstant.» 
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für x —o und somit nach dem Satze (Ia) auch für alle x, welche der Bedingung 
|x| € ^ genügen. 

fs besitzt mithin log R', (da mit log p, identisch) für |x| < A stetige partielle 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach w und v, und ferner genügt log R', 
(und daher auch log A), für w eingesetzt, der Differentialgleichung 


AIRE ox 


12 


z selbst also der Differentialgleichung 


(3) Qo AW — | 


9 


Jw 
Ou | 


010? 
à (oe) 
solange nur æ— 4 + iv dem Absoluten Betrage nach unterhalb A bleibt. 
Setzt man also 
p(a)=U+iV, y=at+ip 


sodass 








Rz =|p(2)—yo|? =(U — ay + (V — 8y, 


und beachtet, dass y, — « + i? lediglich der Beschränkung se <lyl< 2 o! unter- 
5 


worfen war, sodass « und / innerhalb gewisser Grenzen unabhängig von einander 
willkürlich gewählt werden konnten, so ist zunächst ersichtlich, dass auch U und 
V für |x|<h stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach w 
und » besitzen müssen,? und es ergibt sich sodann aus (3) die für |v| <A gültige 


Beziehung: 


du dv du 


dV\? - oU OU)? : „spare: 0 y 
1 (or) | nis lea 5 En I ER) I) e iol | 


JUOV HUN 
Ur Ge + Ge ge | 


KU — a} + oa —an. [wea U+(V—p)4V + Ft a i ne 





7 u du 0v dv 





1 Die Anwendung des Satzes (La) kann vermieden werden, indem man die im Texte nur 
für den Mittelpunkt «=o des Kreises |x] C 5 angestellte Betrachtung mit Hilfe des Porssox- 
schen Integrals in ähnlicher Weise für einen beliebigen inneren Punkt dieses Kreises durchführt. 
? Da nämlich log '2 stetige Ableitungen der genannten Art besitzt, so gilt das Gleiche 
auch für E/? —(U — a? -- (V — 8), ebenso aber, indem man a und 2 durch ein anderes zulässiges 
Wertsystem a!, @' ersetzt, auch für (U-——a'?--(V — ?) und mithin (wie durch Bildung der 
Differenz beider Ausdrücke ersichtlich) auch für (a— a) U + (8 — 8') V. Durch zwei passend 
gewählte Ausdrücke dieser letzteren Art lassen sich aber U und V selbst homogen und linear 
darstellen. 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 22 décembre 1908. 


66 F. Hartogs. 
oder, zusammengezogen 


[(U— a)? + (V— 89] .[(U— a) ZU + (V— B) 4V] = 








ee 


Beide Seiten sind in Bezug auf « und ? ganze rationale Funktionen; nach 


\\++0-or-a ae + oe asl 
ré { 


du du dv dv 


dem soeben über « und 5? bemerkten kann also die Gleichung nur dann für alle 
zulässigen Wertsysteme «, 9 erfüllt sein, wenn die Koeffizienten der nämlichen 
Potenzprodukte von « und # auf beiden Seiten der Gleichung einzeln überein- 
stimmen. 

Der Vergleich der Koeffizienten von «? und von f* lehrt zunächst, dass 


AU=o und AZV-—o 


sein muss, sodass beide Seiten der obigen Gleichung einzeln verschwinden. Die 
Nullsetzung der Koeffizienten von c? und von «jg auf der rechten Seite liefert 
sodann die Gleichungen: 





du dv du dv 


Kal guy [Du 21d ae 


und 
OU 0V daU AV 


du du Qv dv 








welche durch Kombination 


p gr po avy? 








ou ou o oe DD 
ergeben. Hieraus folgt 

CU "OV SOUL 50 N) 

À = 3 2 = =F v , 

Ou du | dv dv 
sodass für einen beliebigen, der Bedingung |x|« ^ genügenden Wert von x das 
Gleichungspaar 

OU OV oV dU 
(4) noie du | dv 


entweder mit den beiden oberen oder mit den beiden unteren Vorzeichen erfüllt 


sein muss. ! 





! In beiden Fällen zeigen sich in der Tat die für E'z geltenden Bedingungen befriedigt; 
die hier noch verbleibende Unbestimmtheit ist also keineswegs auf eine unvollständige Aus- 
nutzung jener Bedingungen zurückzuführen. 
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Es soll nun der Nachweis geführt werden, dass für jeden der betrachteten 
Werte von x oder, worauf es hier nur ankommt, wenigstens für alle Werte a von 
hinlänglich kleinem absoluten Betrage die oberen Vorzeichen gelten müssen. Zu 
diesem Zwecke werde f(x, y) für einen Augenblick als Funktion der beiden unab- 
hängigen Variabeln x und z= x + y angesehen, und als solche mit f(x, z) bezeich- 
net. Wird alsdann eine positive Zahl o kleiner als jede der beiden Zahlen o und 
o' gewählt und setzt man ferner o' — o' — o, so ist, da die Ungleichungen |x|< o, 
|z|<o' das Bestehen der Ungleichungen |x|<o, | y| «o' zur Folge haben, f(x, z) 
im Gebiete |@|<o, |z|<o' eindeutig und es sind nur diejenigen Stellen dieses 
Gebietes für f(x, z) singuläre, zwischen deren Koordinaten x und z die Relation 
z — « + p(x) besteht. Da die Funktion «+ y (zr) für |x|<o stetig ist und sich 
für «—o auf null reduziert, so kann man überdies eine positive Zahl c, unterhalb 
o derart angeben, dass |x + p(x)|<o', solange |x | € o,. 

Für die Funktion f(x, z) sind alsdann im Gebiete |x|< o,, |z|<o' die Voraus- 
setzungen des zu beweisenden Satzes sämtlich erfüllt, und zwar werden die in 
diesem Gebiete gelegenen singulären Stellen dargestellt durch die Beziehung 


z—vtq(x)—udU-ci(v-cV). 
Nach dem bisher Bewiesenen muss daher für einen beliebigen Wert von x, dessen 


absoluter Betrag unterhalb einer gewissen Grósse A, liegt (die wir sogleich kleiner 
als À annehmen wollen), das Gleichungspaar 


0 (u + U) 0 (v + V) 0 (v 4- V) 0(u 4- U) 
du Oy” du dv 











(5) 


entweder mit den oberen oder mit den unteren Vorzeichen erfüllt sein. 
Im ersteren Falle hat man für den betrachteten Wert von x 
dU V OV av GU) 
Qu 0v" du | av 
wie es behauptet wurde. 
Im zweiten Falle zeigt die sich ergebende Gleichung 
QU OV 
bui See end 
2 LG dv 
QU OV 


unmittelbar die Unmöglichkeit der Beziehung "Duas D sodass auch in die- 


sem Falle die Gleichungen (4) notwendig mit den oberen Vorzeichen gelten müssen. ' 





1 Dieser zweite Fall kann, wie sich dann unmittelbar ergibt, überhaupt nur für solche x 
eintreten, für welche die in den Gleichungen (5) auftretenden partiellen Ableitungen sämtlich 
null sind. 
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Demnach gelten für alle der Bedingung |v| «4, genügenden Werte von x 
die Gleichungen (4) mit den oberen Vorzeichen; da überdies die in diesen 
Gleichungen vorkommenden partiellen Ableitungen für |x| « sämtlich stetig sind, 
so ist q(x) — U+iV eine für |z| « ^, reguläre analytische Funktion von x. 


$ 3. 

Für den Fortgang der Untersuchungen erweist sich der folgende Hilfssatz ! 
von Bedeutung. 

Für einen gewissen Zweig? f(x, y) einer analytischen Funktion von x und y 
sei die Stelle x — 0, y — 0 eine singuláre; hingegen seien in einer gewissen Nachbar- 
schaft derselben alle übrigen Stellen, deren  x- Koordinaten null sind, für jede 
Bestimmung von f(x, y) reguläre. Bedeutet alsdann f,(x, y) irgend eine dieser 
Bestimmungen, so lässt sich nach Vorgabe einer beliebig kleinen positiven Zahl « 
stets eine zweite, 0, angeben, so beschaffen, dass zu jedem Punkte x — x, des Kreises 
|z|<0 mindestens eine singuläre Stelle (x,, y) von f(x, y) gehört, welche der 
Bedingung | y,| € € genügt. 

Beweis. Nach Voraussetzung verhält sich f,(x, y) sicher in der Umgebung 
jeder Stelle (o, y) regulär, für welche y einem gewissen Gebiete o « |y| « & ange- 
hört. Eine positive Grösse 2k möge nun kleiner als k wie auch kleiner als die 
vorgeschriebene Zahl « gewühlt werden. Wir lassen alsdann, wührend der reelle 
Parameter 9 sich stetig von o bis 2x bewegt, das Argumentenpaar (x, y) die 
Wertsysteme (o, ke’) durchlaufen und unterscheiden zwei Fälle, je nachdem f, (x, y) 
bei einer analytischen Fortsetzung lüngs dieses Weges in das ursprüngliche 
Funktionenelement zurückkehrt oder nicht. 

Im ersten Falle ist f,(x, y) im ganzen Gebiete eindeutig und regulär, welches 
aus den Umgebungen aller Stellen (o, y) (|y | = k) besteht, und es existiert mithin ? 





* Denselben habe ich für den Fall eindeutiger Funktionszweige in etwas allgemeinerer 
Form bereits in der Abhandlung »Einige Folgerungen aus der Caucax'schen Integralformel bei 
Funktionen mehrerer Veränderlichen» (Münch. Sitz.-Ber. 36 (1906) p. 223) veröffentlicht. 

? Diese Ausdrucksweise soll (wie übrigens auch aus dem weiteren Wortlaute hervorgeht) 
keineswegs besagen, dass der betrachtete Funktionszweig sich in der Umgebung der Stelle z — 0, 
y=° eindeutig verhalten müsse. Ist der Funktionszweig in der Umgebung von x=0, y=0 
nicht eindeutig (wobei auch Verzweigungen unendlich hoher Ordnung zugelassen werden sollen), 
so werden als demselben angehórig alle diejenigen (eindeutigen und regulüren) Bestimmungen 
der Funktion angesehen, deren Gültigkeitsgebiet in jede beliebige Nähe des Punktes 2=0, y=0 
vordringt, und zu welchen man von einer derselben aus durch analytische Fortsetzung längs 
eines dem Gebiete [z| €», | y| «v angehörigen Weges gelangen kann, wie klein auch » gewählt 
werde. 

° Die gegenteilige Annahme führt, wie leicht zu sehen, auf einen Widerspruch. (Ein di- 
rekter Nachweis dafür ergibt sich ganz unmittelbar durch Anwendung des sog. Heine-BoreL'schen 
Theorems, Jahresber. d D Mathem.-Ver. II Erg. — Bd. 1908, p. 77). 


Uber die a. d. singul. Stellen einer analyt. Funktion mehrerer Veränderlichen bestehend. Gebilde. 69 


eine (unterhalb % gelegene) positive Grösse à von der Art, dass f, (a, y) im Gebiete 
[x] «9, k—d<|y|<k+0 ebenfalls noch durchweg eindeutig und regulär ist. 
f(x, y) gestattet infolgedessen eine im letztgenannten Gebiete gültige Darstellung 
durch eine absolut konvergierende, nach positiven Potenzen von x und nach 
positiven und negativen Potenzen von y fortschreitende Doppelreihe, welche wir 
uns nach Potenzen von y geordnet denken wollen: 


+ 
(1) fis y) == B(e)y” (el<d,; £—àó«|y| « k +9), 


y=—D 


wobei die ®,(2) (v—0, + 1, +2,...) Reihen bedeuten, welche nach positiven 
Potenzen von x fortschreiten. Diejenigen unter diesen Potenzreihen, deren Index 
v negativ ist, können nicht alle identisch verschwinden, da unter dieser Annahme 
f,(æ, y) im vollen Gebiete | z| £0, |y|<%+ 0 eindeutig und regulär wäre, also 
dem betrachteten Funktionszweig f(x, y) überhaupt nicht angehören könnte. 
Von \der soeben bestimmten Grösse à lässt sich nun leicht einsehen, dass sie 
zugleich die in der Behauptung ausgesprochene Eigenschaft besitzt. Genügt 
nämlich x, der Bedingung |z,|«ó und wäre entgegen der Behauptung f,(z, y) 
auch noch in der Umgebung jedes Punktes (x,, y) ([y|<e), speziell also jedes 
Punktes (do y) (|y|< 2%) regulär, so müsste! f,(+, y) auch in einem gewissen Ge- 
biete [x 4 z,| € o. |y|< 2% eindeutig und regulär und daher durch eine absolut 
konvergietende, nach positiven Potenzen von x — x, und y fortschreitende Doppel- 
reihe dars\ellbar sein. Wird diese letztere ebenfalls nach Potenzen von y geordnet: 
(2) fo, y) - 28, (r—z)y (Ir —ml<e, IyI«25) 
so ergibt der Vergleich der beiden Darstellungen (1) und (2), dass alsdann für 
alle x, welche den beiden Kreisflächen |z|« 9, |z —2,|<o, gemein sind, 


BE) Be in) (Or, ZI o E B) 
sowie 
Pole) — 0 (v=—1,—2,...) 


gelten miisste, welch letzteres jedoch mit dem oben Festgestellten im Widerspruch 
steht. | 
Im zweiten Falle existiert, ! da f,(x, y) bei der Fortsetzung längs des oben 
betrachteten Weges für eine gewisse Umgebung |v|« o», |y—ke'”|<o'» jedes 
einzelnen Punktes (o, kei?) (o < 9 < 2x) desselben regulär ist (wenn auch die beiden 
für 9— o und für 9— 2 gültigen Funktionenelemente hier von einander verschie- 








1 Wie p. 68 Fussnote 3. 
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den sind), ebenfalls eine positive Grösse 0 von der Eigenschaft, dass die sämtli- 
chen Zahlen 9)(0<.9<2) grösser als Ó angenommen werden können. Die so 
bestimmte Grösse Ó besitzt dann wiederum die in der Behauptung ausgesprochene 
Eigenschaft. Es bezeichne nämlich (x, y — k) das zu 9 — o, B(x, y — k) das zu 
9 — 2; gehörige Funktionenelement, und x, wieder einen der Bedingung |z,| « ó 
genügenden Wert. Wäre nun entgegen der Behauptung f, (x, y) in einem gewissen 
Gebiete [x —z,|€ o, | y| 2 regulär (vgl. oben), also in diesem Gebiete durch 
eine nach positiven Potenzen von x—a, und y fortschreitende Doppelreihe 
T, (xz — x,, y) darstellbar, so müsste das zu einem beliebigen (der Bedingung o € 9 € 27 
genügenden) Werte von 3 gehörige Funktionenelement mit 3B, (x — x,, y) im gemein- 
samen Gültigkeitsgebiete ' dem Werte nach übereinstimmen. Speziell müsste dies 
also sowohl von $(x, y — k) als auch von B(x, y — k) gelten, welche demnach 
entgegen der gemachten Annahme mit einander identisch sein müssten. 


Der vorstehende Satz behält seine Gültigkeit unverändert bei, wenn an Stelle 
der Veründerlichen x beliebig viele Veränderliche x, «',... treten. Von dieser 
Verallgemeinerung des Satzes wird im § 6 Gebrauch gemacht werden. 


§ 4. 


Der soeben bewiesene Hilfssatz kann dazu dienen, dem Satze des $ 2 eine 
beträchtlich allgemeinere Fassung zu geben; er gestattet es nämlich, die Voraus- 
setzungen desselben nach drei verschiedenen Richtungen zu erweitern: Erstens 
erweist sich die bezüglich der Hindeutigkeit des betrachteten Funktionszweiges 
f(x. y) gemachte Voraussetzung als überflüssig; zweitens reicht es bereits hin, wenn 
zu jedem dem Gebiete |5| «o angehörigen Werte £ die Existenz höchstens einer 
(statt genau einer) singulären Stelle (Z, ») (|| « o") vorausgesetzt wird und drittens 
endlich kann auf die Voraussetzung betreffend die Stetigkeit der Funktion q(&) 
verzichtet werden. Infolgedessen lässt sich jener Satz nunmehr in der folgenden 
Weise formulieren. 

Es sa v —0, y —0 eine singuläre Stelle für einen gewissen (ein- oder mehr- 
deutigen?) Zweig f(x, y) einer analytischen Funktion von x und y, und die Gesamt- 
heit aller in einer gewissen Umgebung |x|< o, |y| € o' derselben gelegenen singulären 
Stellen (E, 1) von f(x, y) sei so beschaffen, dass zu jedem Werte 5 höchstens eine 
dieser Gesamtheit angehórende singuldre Stelle (E, y) existiere. Alsdann gibt es zu 
jedem in der Umgebung von x = o gelegenen Werte x — € eine Stelle (5, 1) — (S, q (3)) 





! Dasselbe enthält jedesmal zum mindesten eine gewisse Umgebung des Punktes (zo, kei). 


? Vgl. p. 68 Fussnote *. 
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jener Gesamtheit, und es stellt x — q(E) eine für £ — o reguläre analytische Funktion 
von S dar. 

Beweis. Es bedeute (ähnlich wie im vorigen Paragraphen) f,(x, y) eine 
beliebige Bestimmung des in der Umgebung der Stelle x —0, y—o betrachteten 
Funktionszweiges f(x, y). Da für diesen letzteren die Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes erfüllt sind, so lässt sich alsdann zunächst eine positive Grösse o, angeben, 
so beschaffen, dass zu jedem Punkte x — € des Kreises |x|« o, mindestens eine 
singuläre Stelle (£, 7) von f,(x, y) gehört, welche der Bedingung |»| « 9' genügt. 
Wird dabei, wie wir annehmen wollen, o, zugleich kleiner als o gewählt, so gibt 
es andererseits nach Voraussetzung zu jedem derartigen Werte von E höchstens 
eine singuläre Stelle (£, 7) der eben bezeichneten Art. Daraus geht hervor, dass 
für f,(v, y) zu jedem der Bedingung |i|« 6, genügenden Werte von & eine und 
nur eine singuläre Stelle (£, 7) — (5, 9 (E)) jener Art existiert. ! 

Wird nun ferner eine beliebig kleine positive Zahl s vorgeschrieben — die 
wir uns jedoch von vornherein kleiner als o' gewählt denken —, so gibt es nach 
dem Hilfssatze eine zweite, Ó, so beschaffen, dass zu jedem Punkte x — x, des 
Kreises |z| € 0 mindestens eine singuläre Stelle (x,, y,) von f,(v, y) gehört, welche 
der Bedingung |y,|«* genügt; denkt man sich dabei 0 zugleich kleiner als o, 
fixiert, so besagt dies, dass |q (&)|<« ist, solange nur | 3|« 9 bleibt, und es ist 
demnach die Funktion g (§) für £ — o stetig. 

Bedeutet ferner € — £, einen beliebigen, der Bedingung |§,|<e, genü- 
genden Wert, und setzt man q(£,)— r,, so sind für die singuläre Stelle (£,, x) 
des Funktionszweiges f(x, y) ganz analoge Voraussetzungen erfüllt, wie sie unser 
Satz bezüglich der Stelle (o, o) ausspricht. Nach dem soeben bewiesenen muss 


demnach die Funktion @(£) auch für 5 — £,, allgemein also im Gebiete |3|« o, 


0» 
stetig sein. 

Hieran knüpft sich nun schliesslich der Nachweis, dass 1 — yq (5) eine für 
€ — o reguläre analytische Funktion von £ sein müsse. Dieser Nachweis ist mit 
dem in $ 2 geführten Beweise völlig übereinstimmend; man hat in diesem letzteren 
lediglich o durchweg durch o,, sowie f(x, y) durch f,(x, y) zu ersetzen und am 


Schlusse eine sehr geringfügige Abänderung des Wortlautes vorzunehmen. * 





! Da es nach Voraussetzung für den Funktionszweig f(x, y) im Gebiete |z| € a, lyl<o' 
überhaupt keine weiteren singulären Stellen geben kann, die soeben für die Bestimmung f(x, y) 
angestellte Betrachtung jedoch in gleicher Weise auch auf jede der übrigen Bestimmungen 
von f (z, y) anwendbar ist, so ist zugleich ersichtlich, dass die sämtlichen Bestimmungen von 
f@,y) in der Umgebung des Punktes xz —0, y=O genau die nämlichen singulüren Stellen 
(€, o(€)) besitzen müssen. 

Kad Um nämlich die Entscheidung über die Vorzeichen zu treffen, wird der ganze Funktions- 
zweig f(x, y) als Funktion von x und z — z + y aufgefasst und als solcher mit f(x, 2) bezeichnet. 


-7 
to 
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$ 5. 

Für den Fall beliebig vieler Veränderlichen x, «', z",..., 5 gilt ein dem 
vorigen durchaus analoger Satz, nämlich: 

Es sei x —0, x —0,...,9 — 0 eine singuldre Stelle für einen gewissen (ein- 
oder mehrdeutigen) Zweig f(x, 2',.., y) einer analytischen Funktion von x, qs und 
die Gesamtheit aller in einer gewissen Umgebung |x|<o, |x'|<o,...,[y|<o derselben 
gelegenen singulären Stellen (£, §',..,7) von f(x, x',...,y) sei so beschaffen, dass 
zu jedem Wertsysteme £, £',... höchstens eine dieser Gesamtheit angehörende singuläre 


Stelle (E, &',.., v) existiere. Alsdann gibt es zu jedem in der Umgebung von x — x! = 


=» , 


— ...— o gelegenen Wertsysteme x — E, v! — 8',... eine Stelle 








eine für E — E' — ... — o reguläre analytische Funktion von $, 8',... dar. 
Beweis.! Es bedeute f,(x,2',..., y) eine beliebige Bestimmung des in der 
Umgebung des Punktes 2 — z'— -..— y — o betrachteten Funktionszweiges 


f(a, x',.., y). Nach Voraussetzung verhält sich alsdann f, (v, 2',..., y) sicher in 
der Umgebung jeder Stelle (0, 0,..., 0, y) regulär, für welche o <|y|<o ist. Wird 
nun die positive Grösse k der Bedingung o <k<o entsprechend beliebig gewählt, 
und lässt man die Variablen z,2',....3, während der reelle Parameter 9 sich 
stetig von o bis 2x bewegt, die Wertsysteme (0, 0,..., 0, ke?) durchlaufen, so 
mögen (ähnlich wie in § 3) zwei Fälle unterschieden werden, jenachdem 





Werden alsdann e und o' wiederum so bestimmt, dass die Ungleichungen |x|<o, |z|<o' das 
Bestehen der Ungleichungen || € o», |y] € oe! zur Folge haben (während die Bestimmung von 
% hier unnötig ist) so sind für f(æ, 2) im Gebiete |z| «e, |z|« &' die Voraussetzungen des zu 
beweisenden Satzes sämtlich erfüllt usw. 


1 Der Gedankengang desselben ist — wenn man von der durch Hinzufügung des Wortes 
hóchstens» bedingten geringfügigen Komplizierung absieht — im wesentlichen folgender: 


Bedeutet (£, £,.., 5) irgend eine jener singulüren Stellen, so betrachte man die Funktion 
f(a, £', &",...y) der beiden Veränderlichen x und y. Für diese braucht die Stelle x—$, y —7 
nicht unter allen Umständen eine singuläre zu sein. Nehmen wir aber zunächst an, dass dies 
im vorliegenden Falle allgemein zutreffe, so muss nach § 4 7 für jenes Wertsystem £', 
£'".... eine reguläre analytische Funktion von $ sein, ebenso für ein beliebiges Wertsystem 
£, £". €"... eine reguläre analytische Funktion von £! usf., infolgedessen aber auch eine reguläre 
analytische Funktion der sämtlichen unabhängigen Veränderlichen £,£',... Ist aber die oben 
gemachte Annahme nicht zutreffend, so lässt sich ihre Gültigkeit doch stets erzwingen, indem 
man anstelle von &, z',... durch eine geeignete homogene lineare Substitution neue Veränder- 


liche einführt. 


Über die a. d. singul. Stellen einer analyt. Funktion mehrerer Veränderlichen bestehend. Gebilde. 73 


fo(w, x,..., y) bei einer analytischen Fortsetzung längs dieses Weges in das 
ursprüngliche Funktionenelement zurückkehrt oder nicht. 

Im ersten Falle ist f,(x, æ'.., y) in dem ganzen Gebiete eindeutig und regulär, 
welches aus den Umgebungen aller Stellen (0, 0,.., 0, y) (|y|=k) besteht und 
somit! auch im Gebiete 


(x) Ipso Iz [05 5 5-— 9 «[[«E5- 9 


wo 0 eine gewisse positive Zahl bedeutet, die wir uns jedoch von vornherein 
kleiner als o gewählt denken. f,(vx,2',..., y) gestattet alsdann eine im letzt- 
genannten Gebiete gültige Darstellung durch eine absolut konvergierende, nach 
positiven Potenzen von x, a’,... und nach positiven und negativen Potenzen von 
y fortschreitende Reihe, welche wir uns nach Potenzen von y geordnet denken 


wollen: 
+00 
(2) ES on 0D mS c5 VERS E95 a e)) DE 


y-— 00 


Diejenigen unter den Potenzreihen ®, (x, 2, ...), deren Index v negativ ist, können 
dabei nicht sämtlich identisch verschwinden, da unter dieser Annahme f, (v, 2’, . .. , y) 


im vollen Gebiete [|x|« à, |z'| 4 09, ..., | y| X & 4- 0 eindeutig und regulär wäre, 
also dem betrachteten Funktionszweige f(x, v',..., y) überhaupt nicht angehören 


könnte. Es möge also etwa (a, 2',...) irgend eine unter jenen Potenzreihen 
bezeichnen, welche nicht identisch verschwindet. 

Es ist alsdann ein Leichtes, anstelle von x, x’... ebensoviele neue Veränder- 
liche X, X',... einzuführen, welche mit jenen durch ein System homogener 
linearer Beziehungen 


"di 


z'—cyX-0T6,X t 


TX = Coo X + Co < 


von nichtverschwindender Determinante |c,;;| verknüpft sind, derart dass, wenn - 
man die aus B(x, 2',...) vermóge dieser Substitution hervorgehende Reihe mit 


qQ X, X', ...) bezeichnet, von den Funktionen 


SEN OS IOS ea (OyeX Todas) orto 


' 


ebenfalls keine identisch verschwindet.? Die aus f(x, 2',.., y) bzw. f, (x, x',...,y) 





1 Vel. p. 68, Fussn. *. 

2 Vel. Weierstrass, Abhandl. a. d. Funktionenlehre, p. 113 = Werke II, p. 140. (Es wird 
dort allerdings nur für die Erfüllung der ersten jener Bedingungen gesorgt.) Sollte bereits die 
ursprüngliche Potenzreihe B(x,x'...) die hier geforderte Eigenschaft besitzen, was Z. B. stets 
der Fall ist, wenn 38(0,0,..,0) 0 ist, so erübrigt sich selbstredend die Vornahme einer linearen 
Substitution. 
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vermöge dieser Substitution hervorgehenden Ausdrücke mögen mit F(X,X,...,%) 
bzw. F,(X, X',..., y) bezeichnet werden. 

Es werde nun, was stets möglich ist, eine positive Grösse 0 den beiden 
folgenden Bedingungen entsprechend gewählt: Erstens soll B(X,X',...) niemals 
identisch verschwinden, wenn irgend eine der Veränderlichen X, X',... variabel 
gelassen und den übrigen irgend welche feste, dem absoluten Betrage nach 
unterhalb 0 gelegene Werte beigelegt werden; und zweitens sollen, solange die 
absoluten Beträge von X, X',... kleiner als 0 bleiben, die absoluten Beträge 
der zugehörigen Werte von x, «',... stets unterhalb 0 gelegen sein. 

Allgemein geht alsdann aus jeder der Reihen §, (x, «',...) durch die obige 
Substitution eine mindestens für | X| «9, | X'| 0,... eindeutige und reguläre 
Funktion B,(X, X',...) hervor, ! und aus der im Gebiete (1) gültigen Darstellung (2) 
ergibt sich daher unmittelbar die folgende: 


(3) IR 285 J)=— "3 BXL 


y= — © 


(|X |<, | X']<d,..., k—d<|y|<k+9). 


Unter den Funktionen ®,(X, X',...) mit negativem Index » befindet sich dabei 
eine, welche mit $(X, X',...) identisch ist. 
Es werde nun den Variablen X', X",... ein System von Werten 57, E",... 


beigelegt, welehe dem absoluten Betrage nach sümtlich kleiner als 9 sind. Da 


alsdann $(X, E', Z",...) nicht identisch verschwindet, so folgt aus der Darstellung 


(3) unmittelbar,? dass die Funktion F,(X, =", =",..., y) der beiden Veränder- 
lichen X und y zu jedem Werte X— des Gebietes | X| « mindestens eine 
der Bedingung || < & — 9 (also auch der Bedingung || « c) genügende singuläre 
Stelle X — =, y — i; besitzen muss. Dann ist aber gleichzeitig die Stelle (=, E',..., 7) 
für die Funktion F(X, X',..., y) eine singuläre. ? 


1 Dieselbe kann demnach auch wieder als eine für | X| 40, | X'| «0, ... absolut konver- 
gierende, nach Potenzen von X, X'... fortschreitende Reihe aufgefasst werden, worauf es 
jedoch im folgenden nieht ankommt. 

? Die betreffende Schlussweise findet man überdies auf p. 69 (Zeile 14 ff.) in extenso 
dargestellt. 

Nach Voraussetzung gibt es nämlich für F(X, Y'..., 5) höchstens eine der Bedingung 
Jul<e genügende singulire Stelle (E, &',..,7). Man verbinde also irgend einen Punkt des 
Gebietes k—9 «|y| € k--9 mit dem Punkte y (des Textes) durch ein beliebiges Kurvenstück, 
welches ganz im Gebiete |y|<k+0 verläuft und den Punkt n, falls ein solcher existiert, keines- 
falls als dene enthält. Æ(X, X',..,y) lässt sich dann längs des Weges, der sich 
ergibt, wenn X, X',... beständig gleich E, E',... bleiben, und y jenes Kurvenstück zurücklegt, 
sicherlich regulär fortsetzen, solange der Endpunkt (E, E',.., 7) dieses Weges noch nicht erreicht 
ist, besitzt jedoch in diesem Endpunkte selbst eine singulire Stelle, da längs des ganzen Weges 
Fy (X, X',..,y) bei der Spezialisierung ..X' — E', X" — E",... in den im Text betrachteten 
Funktionszweig F (N, E,=2",..,y) übergeht. Die Stelle (3, E ...,7) ist also für Fe (X, X',.., 9) 
eine singuläre (und somit 7 = 7). 
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Es existiert demnach tatsächlich zu jedem System von Werten =, =' 


deren absolute Beträge unterhalb à gelegen sind, eine (und zugleich nach Voraus- 
setzung nur eine) der Bedingung |1|<o genügende singuläre Stelle (=, =! 1) 
- — ‘ 


= =. 


der Funktion F(X, X',.., y). Die so defjnierte eindeutige Funktion » von =, = 


! 
= =. 





werde mit »—®@(=,=',...) bezeichnet. Da aber, wie die vorige Betrachtung 


ergab, die Stelle X ==, y — (=, =',...) zugleich eine singuläre für die Funktion 
F(X, =", E",..., y) der beiden Veränderlichen X und y ist, und zwar die einzige, 
welche den Bedingungen X — = und |y|<o genügt, ! so stellt, jedesmal wenn den 
Grössen =", Z",... irgend welche bestimmte, dem absoluten Betrage nach unter- 
halb à befindliche Werte beigelegt werden, @(X,=',=",...) nach § 4 eine für 
| X|«9 reguläre analytische Funktion von X dar. Das Analoge gilt natürlich 
auch inbezug auf irgend eine der übrigen Veränderlichen X', X",... und da 
überdies der absolute Betrag der Funktion ®@(X, X',...) im betrachteten Ge- 
biete beständig unterhalb o bleibt, so ist nach einem Satze des Herrn Os- 


GooD? Q(X, X',...) eine für [|X|<d, [X'|«09,..., speziell also im Punkte 


X = X'—---=o reguläre analytische Funktion der sämtlichen unabhängigen 
Veränderlichen X, X',... Ebenso ist infolgedessen die vermóge der obigen 
linearen Substitution aus (X, X',..) hervorgehende Funktion q (x, x!,...) eine 
im entsprechenden Punkte x—2'—...— o reguläre analytische Funktion der 
Veränderlichen x, 2, ... 

Im zweiten Falle existiert, da f,(x,2',...,7) bei der Fortsetzung längs des 
oben betrachteten Weges für eine gewisse Umgebung [[<os, [2 |< e»,..-, 


|y — kei?|« o; jedes einzelnen Punktes (0, 0,.., 0, kei?) (0o<.9<2) desselben 
regulär ist, eine positive Grösse 0 von der Eigenschaft, dass sämtliche Zahlen o, 
und 6; (o € .9<2~) grösser als ö angenommen werden können. Bezeichnet man 
nun mit B,(z, z',..., y — k) das zu 9 — o, mit , (v, z',..., y —k) das zu 9—2x 
gehórige Funktionenelement und mit 
Bola, Thu k)= SP, (x, z',...)(y—k)” (z[«9,|z|«9;.-..|y-—^£|«9) 
v=0 

die (nach Annahme nicht identisch verschwindende) Differenz beider, so muss es 
unter den Potenzreihen p, (x, 2, . . 
nicht identisch ‘verschwindet. Verfährt man alsdann mit dieser letzteren ganz 


.) mindestens eine, (x, x!',...), geben, welche 


analog wie im ersten Falle mit der ebenso bezeichneten Potenzreihe, so gelangt 
man in leicht zu übersehender Weise? zu dem nämlichen Ergebnisse. 





1 Wäre X—E, y=n eine weitere solche, so besässe F(X, X',..., y) entgegen der Voraus- 
setzung noch die weitere singuläre Stelle (E, &',...,n). 

2 ;Note über analytische Funktionen mehrerer Veränderlichen.» Math. Ann. 52 (1899), 
p. 462. 


B 


? Vgl. a. den zweiten Fall im Beweise des 8 3. 
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§ 6. 


Wir kehren zunächst wieder zum Falle zweier Veränderlichen x und y zurück, 
nehmen aber nunmehr an, dass in der Umgebung der betrachteten Stelle zu jedem 
Werte von x nicht eine, sondern mehrere singuläre Stellen existieren. Es gilt 
alsdann der folgende Satz: 

Es seien o und c zwei positive Zahlen. Für einen gewissen (ein- oder mehr- 
deutigen) Zweig f(x, y) einer analytischen Funktion von x und y mögen zu jedem 
der Bedingung 0<|x|<e genügenden Werte x — 5 genau r singuläre Stellen (S, v), 
(E i). (E, yr) existieren, deren y- Koordinaten der Kreisfläche |y| € 6 angehören. 
Alsdann sind die r elementaren symmetrischen Funktionen von 1,, 1,,.., 1, analytische, 
für |§|<o reguläre Funktionen von §. 

Ist des weiteren die Stelle x — o, y—o selbst eine singuldre für jenen Funktions- 
zweig, und zwar die einzige, deren x- Koordinate gleich null und deren y- Koordinate 
dem absoluten Betrage nach kleiner als o ist, so reduzieren sich jene symmetrischen 
Funktionen für = o sämtlich auf null. 

Beweis. Es sei £, irgend ein der Bedingung o<|§,|<o genügender Wert, 
und (£,, 52),.... ($5 77) seien die r zugehörigen singulären Stellen. Eine positive 
Zahl « möge kleiner als jede der Grössen ! | — 43| (« 9 — 1, 2,.., r; «c g) und 
zugleich kleiner als jede der Grössen e — || («— 1, 2,...7) gewählt werden. 
Nach $ 3 gibt es alsdann eine positive Zahl 0, welche wir uns von vornherein 
kleiner als |§,| und als o —]£,| gewählt denken, und welche so beschaffen ist, 
dass zu jedem der Bedingung |£—&,]<0 genügenden Werte £ mindestens eine 
singuläre Stelle (£, „) des Funktionszweiges existiert, welche der Bedingung 
|y—»}|<e genügt, des weiteren mindestens eine, welche der Bedingung 
ln — 12 |<e genügt, usf. Es kann aber auch nicht mehr als jedesmal eine solche 
singuläre Stelle vorhanden sein, da andernfalls die Gesamtzahl der singulären 
Stellen, deren x-Koordinate gleich £ und deren y- Koordinate dem absoluten 
Betrage nach kleiner als o ist, entgegen der Voraussetzung grösser als r ausfallen 
würde. Jede der r singulären Stellen (§,, 7%), - - , (55 77) genügt somit den Voraus- 
setzungen des im $ 4 bewiesenen Satzes und es sind daher n,, 5,.., 7, sämtlich 
Funktionen von £, welche für 5 —£, regulär sind. Jede elementare symmetrische 
Funktion S (n,, 7, 


für o «|3|« e eindeutig definiert und regulär ist; da überdies beständig |7.|<o 


» ++» Nr) VOD 9, 7,5, .., Hr ist daher eine Funktion von §, welche 


i 





! Anstelle der Kreisfläche |y|<o kann auch ein völlig beliebiges, im Endlichen gelegenes 
Gebiet der y-Ebene treten (welches jedoch, wenn der Schlusspassus des Satzes in entsprechender 
Weise gültig bleiben soll, selbstredend den Punkt y — o enthalten muss). 
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für o<|§|<e, so bleibt auch |S (n,, m,..., 7,)| für o <[£|[<o unterhalb einer 
endlichen Schranke, sodass S(5,5,..,»5,) auch für £ —o selbst noch regulär 
sein muss. 

Um sich endlich von der Richtigkeit des Schlusspassus der Behauptung zu 
überzeugen, bezeichne man die elementaren symmetrischen Funktionen von 
N» Yo ++» Yr der Reihe nach mit 


S, (m; ass Nr) a To (S), 20, DEO S, m; las 55) Hr) xx DS): 
Für jedes der Bedingung o<|£|<o genügende £ liefern alsdann die r Wurzeln 
11» Das», yr der algebraischen Gleichung 
nen o (2) 7:6) — o. 
deren Koeffizienten T',(£), T,(3),... sämtlich für | 3| « o regulär sind, die r zuge- 
hörigen singulären Stellen (§, 7,),..., (5,5,) Da aber Häufungsstellen von 


singulären Stellen stets selbst wieder singuläre Stellen sind, so muss auch noch 
für § =o jede Wurzel » der Gleichung eine singuläre Stelle (0, 1) anzeigen, und 
zwar jedesmal eine solche, für welche |7|<o ist. Soll also (o, o) die einzige 
singuläre Stelle dieser Art sein, so muss für 5 — o jene algebraische Gleichung 
die r-fache Wurzel 7 — o besitzen, d. h. es muss 7', (o) = T, (o) —=::-= o sein. 


Der vorstehende Satz lässt sich in folgender Weise auf den Fall beliebig 
vieler Veränderlichen ausdehnen: 

Es seien @ und o zwei positive Zahlen. Für einen gewissen (ein- oder mehr- 
deutigen) Zweig f(x, &,...,y) einer analytischen Funktion von x, x',..., y mögen 


zu jedem der Bedingung |S|<o, |S|<e,... genügenden Wertsysteme &, 8, ... 
höchstens r singuläre Stellen (E, &',...,7,), ..., (5 8, ..., nr) existieren, deren 


y-Koordinaten n,, 1:,..,1, der Kreisfläche |y|<o angehören. Unter den Wert- 


4 


systemen &, &',..., welche der angegebenen Bedingung genügen, möge jedoch, sobald 


EF gH oem 
> 


E 
»3 
sein, für welche die Anzahl der zugehörigen singulären Stellen kleiner als r ausfällt, 
analog falls &, E", E" spezielle Werte beigelegt werden, usf. Alsdann sind die r ele- 


spezielle Werte beigelegt werden, nur eine endliche Anzahl vorhanden 


3... 


mentaren symmelrischen Funktionen 


So (m; Pose. nr) nz Ta (5; E 370) (« — 103 250 0m 1) 


1 NES = 4 : E. 
VON 1: Nas, y analytische, für || «e, |§'|<e,... reguläre Funktionen von S, 5',.., 
und die sämtlichen im Gebiete |x| «o. |v'| o, .... |y|<o gelegenen singulären 
Stellen von f(x,x',..., y) werden genau dargestellt durch diejenigen Wertsysteme 


(E, §',..., 1), welche den Bedingungen: 
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genügen. ! 


Per 


Beweis. Es sei |5,|<e, |&,|<oe,..., und zwar werde §, so gewählt, dass 


, 


zum Wertsysteme &,, £,,... genau r singuläre Stellen (£y £5, ..., 22), .... (85 55, 

, n+) der betrachteten Art gehören. Wird alsdann eine positive Zahl « genau 
wie beim vorigen Beweise bestimmt, so gibt es nach $ 3 (Schlussbemerkung) eine 
positive Zahl 0, die wir uns von vornherein kleiner als jede der Grössen o — |, |; 
o—|£,|,... gewählt denken, und welche so beschaffen ist, dass zu jedem der 
Bedingung |i —£,|« 9, | — £,| « 0, ... genügenden Wertsysteme E, £,... min- 
destens eine singulire Stelle (£, &,...,n) jenes Funktionszweiges existiert, welche 
der Bedingung |7—7)|<e genügt, des weiteren mindestens eine, welche der 
Bedingung |j— z?|«* genügt, usf. Alsdann ist wieder unmittelbar ersichtlich, 
dass auch nicht mehr als jedesmal eine derartige singuläre Stelle vorhanden sein 
kann. Jede der r singulären Stellen (£,5,,..., m9), ---» (s $5... 77) genügt 


somit den Voraussetzungen des in $ 5 bewiesenen Satzes. Infolgedessen sind 


MU» ++, 7 sämtlich Funktionen von §, §',..., welche an der Stelle 5 — 5, E 


—<',... regulär sind, und das gleiche gilt auch von irgend einer elementaren 
symmetrischen Funktion S(7,, 72, . - , nr) — T(5, 8,...) von m, N» .., Ir Die 
Funktion T' (£, &, £7, .. .) ist somit eine im Gebiete |£|< o mit Ausschluss höchstens 
einer endlichen Anzahl von Stellen durchweg eindeutige und reguläre Funktion 
von £; da ihr absoluter Betrag aber überdies unterhalb einer endlichen Schranke 
bleibt, so muss sie auch im vollen Gebiete |§|<o regulär sein. Ebenso ist 
TE, &', E,...) (E|<o, IH | «o...-) eine für |E'|<o reguläre Funktion von 
© usf. Da endlich für alle betrachteten Wertsysteme £, 5... der absolute Betrag 
von T(£,,...) unterhalb einer endlichen Schranke bleibt, so muss nach dem 
bereits erwähnten Satze des Herrn Oscoop? T(&,,...) eine für |&|<e, 
|'|<e,... reguläre Funktion der sämtlichen unabhängigen Veränderlichen 5,5, ... 
sein, w. z. b. w. 

Der die Gesamtheit der singulären Stellen des Gebietes || «o, |z'| «e. ..., 
|y|<o betreffende Schlusspassus der Behauptung ist trivial, solange es sich 
dabei um Wertsysteme &, &',... handelt, zu welchen genau r singuläre Stellen 
der betrachteten Art gehören. Für die übrigen Wertsysteme §, §',... liefern, da 
Häufungsstellen von singulären Stellen stets selbst wieder singuläre Stellen sind, 





1 Anstelle der Kreisfläche |y|< kann auch hier ein beliebiges, im Endlichen gelegenes 
Gebiet der y- Ebene treten. 


? S. p. 75, Fussn. *. 
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die Wurzeln » der Gleichung sicher ebenfalls singuläre Stellen (£, £',...,1), und 
zwar stets solche, für welche |n|<o ist; dass es aber zu einem derartigen Wert- 


systeme §,§',... nicht noch anderweitige singuläre Stellen (E, &',.., 1) geben 


könne, welche der Bedingung |1|<o genügen, folgt, da deren Anzahl nach 
Voraussetzung jedenfalls eine endliche sein müsste, unmittelbar aus $ 3. 


München, Oktober 1907. 
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UBER DIE COSSERAT'SCHEN FUNKTIONENTRIPEL UND IHRE 
ANWENDUNG IN DER ELASTIZITATSTHEORIE. 


Von 


A. KORN, 


in München. 


Das Problem des elastischen Gleichgewichts bei gegebenen Verrückungen! 
an der Grenze eines gegebenen elastischen Körpers lässt sich, wenn die Ober- 
fläche des Körpers eine stetig gekrümmte Fläche ist, auf das folgende mathe- 
matische Problem zurückführen: 

Man sucht drei in einem Gebiete r eindeutige und stetige Funktionen «, v, w 
mit endlichen ersten Ableitungen, welche in dem Gebiete v den Differentialglei- 
chungen genügen 














) () 10 
AU + DER" 5 
Ox Ox 
(1) Vis ns "a () d 3 0 U Ü v ó w 
dy dy OXON We 
0 110] 
Aw+k- a, 
Oz 02 


und an der Oberfläche » von r die Grenzwerte 





1 A. Korn, Abhandlungen zur Elasticitätstheorie I., Sitz. Ber. der K. Bayer. Akad. d. 
Wisssch. 36. S. 37 ff., 1906, Ann. Ec. Norm. (3) 24, p. 9 ff., 1907. Wir beschäftigen uns hier mit 
dem einfachsten Fall, dass keine äusseren Kräfte X, Y, Z wirken, und setzen über die gegebenen 
Verrückungen u,v,w an der Grenze nicht blos Stetigkeit, sondern auch die Stetigkeit der ersten 
Ableitungen in solcher Weise voraus, dass für irgend zwei Punkte 1 und 2 der Oberfläche in 
der Entfernung 75: 

abs. |D,u]?, abs. |D,v|*, abs. [D, ve]? endl. Konst. te (A> 0). 


Man vgl auch I. FnEpHorM, Solution d'un probléme fondamental de l'élasticité, Ark. för. Mat. 
Astr. och Fys. 2, N:o 28, 1906. 
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annehmen. 
Dabei soll Æ eine gegebene Konstante, © eine harmonische Funktion des 
Gebietes + sein, welche für irgend 2 Punkte 1 und 2 des Gebietes r in der Ent- 


fernung 7,, der Bedingung genügt: 
(3) 16; —6,| « A.ri., 


wo A eine endliche Konstante und 4 eine von Null verschiedene positive Zahl 
bezeichnet. Diese Funktion © wird als gegeben vorausgesetzt. 
Das Problem (ri) (2) ist stets eindeutig lösbar, wenn k eine gegebene, der 


Ungleichung: 
St «(0 pe 
entsprechende Zahl vorstellt. | 
E. und F. CossERaT! haben nun zuerst den Gedanken ausgesprochen, dass 


das Lösungssystem w,v,w als Funktionen des Parameters k Pole für Werte von 
ER LT 

haben kann, dass für derartige Werte von k mit ihren ersten Ableitungen in x 

eindeutige und stetige Funktionen 


Um V. W; 


existieren werden, welche den Bedingungen: 





[ 0 6; E 
ie Mee = 
AU; +k; Ae 9 
= 00; dU; OV; OW; 
7 Da = Qn = ze il 
AV; +k; a D OC n diam icm v 
J = 00; 
(4) AW;+k; dz m, 
ij >] 
V;=o,,anw 
ir, | 





LE. und F. Cosserir, Comptes Rendus, 126, p. 1089, 1898, 135, p. 145, 1901, man vgl. auch 
ArrELL, Traité de mécanique rationnelle III, p. 528 ff. 
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entsprechen; dass es wahrscheinlich möglich ist, jedes Lösungssystem u, v, w! 
eines Problemes von der Art (i), (2) nach den Funktionentripeln U; V; W; zu 


entwickeln: 
| — CU, + CU, +---, 


v —0,V, + €,V, +... 
ne W,+0,W,+---, 


— 
un 
<= 


wobei die Konstanten C; leicht als Raumintegrale zu berechnen sind, welche 
mit Hilfe der gegebenen Funktion © aufgestellt werden kónnen, mit Beriicksich- 
tigung der für 2 linear unabhängige Funktionentripel U; V; W;, Ux V; W; beste- 
henden Relationen: 


(6) Je:e.d« — 0. PEZ 


€ 


Für den Fall, dass die Oberfläche eine Kugel ist, können alle diese Behauptungen 
leicht verifiziert werden, es handelte sich darum, auch in dem allgemeinen Falle 
einer beliebigen, stetig gekrümmten Fläche w Verallgemeinerungen dieser Be- 
hauptungen zu geben, die von E. und F. CossErAT zunächst nur in Analogie zu 
den Untersuchungen Porncarés über die Differentialgleichung: 


49 t kg —f 


aufgestellt und nur in speziellen Beispielen verifiziert worden waren. 

Es sei mir gestattet, im Folgenden.die Funktionentripel U; V; W;, welche 
mit ihren ersten Ableitungen im Gebiete r+ eindeutig und stetig sind und Diffe- 
rentialgleichungen bzw. Grenzbedingungen von der Form (4) genügen, als Cos- 
SERAT sche Funktionentripel des Gebietes + mit der zugehörigen Zahl kj zu be- 


zeichnen. 


Sale 
Wir führen in den Gleichungen (1) und (2) an Stelle der Funktionen u, v, w 


die 3 folgenden Funktionen w', v', w' ein: 








(u 7 5 © (eo 
40K r 


T 


| es k 0 [0° 5 | 
4 zt Ü y. r 











(7) 





1 Bei gewissen Stetigkeitsvoraussetzuagen über die Ableitungen der gegebenen Funktion 0. 
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3 it 
(7) b w— E > eo 
4m0z r 
dann ist: 
(8) JE EC 


und wir kónnen die Gleichungen (1) und (2) folgendermassen schreiben: 


[Rapes 0 
AU Wat: 
0 €) m 
(9) aan: in 7; 
cg 2089 
Fm 
, J - { 
zes TIN A Rage | qu 
4nrtkóx r 


T 





[eee ee Go| 
(10) | xi cas) rp an, 


T 








; LUE: Ld 
41 + A) r 


oder auch, wenn wir: 








00 

I eg 

10 

(11) h—rgys 
0 C) 

= da^ 

2h 

(12) bai id 


setzen, in folgender Weise: 


(13) idu do T; 
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de a 
u =i v + 2 jose ‘|, 
2x 0x r 





pedem fen x Of ae) 
(14) i io ! Sal? Y ) \ an c. 
: 
w' =A (w gp "e ‘| 
27 02 T 
T 


Wir versuchen! die Lósung in folgender Weise: Wir bilden sukzessive die Funk- 
tionen 1;v';w' mit Hilfe der folgenden Bedingungen: 





I 
VIA Ins 
ee 4v, = 2; in 7; 
15 
I 
A wy fs, 
ud, apo 95. ano 
Au; = An; =Au;—o, mt 
m 49 on GE 
u;= u; + (ns 
Uem zs UDIN 
T 
(16) RU y dr JA 


ae |G er ces í 
zo 31; ? }an Q, 


dann werden offenbar die Reihen: 


hans +Au, + Aw. 


(17) v — vy + Av! + Av!, +, 
Per Aw, + uw, +... 


die Lösungen des Problems (13), (14) darstellen, wenn die Reihen mit ihren ersten 
Ableitungen in v konvergent sind und eindeutige und stetige Funktionen der 


- 


Stelle in + darstellen. 





! Man vgl. die analoge Betrachtung in meiner Abh.: Allgemeine Lósung des Problems 
kleiner, stationärer Bewegungen in reibenden Flüssigkeiten. Rend. Cont. del Cire. Mat. di 
Palermo, 1908. 
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In bezug auf diese Konvergenzbetrachtungen können wir nun alle Resultate 
aus meiner Abhandlung: Allgemeine Lösung des biharmonischen Problems im 
Raume (Krakauer Anzeiger 1907, S. 837 ff.) übernehmen: 

Die Konvergenzbeweise lassen sich in aller Strenge führen, solange 4 absolut 
genommen kleiner als eine bestimmte endliche Zahl |/,| ist, die streng genommen 
grösser als eins ist. In jedem Falle können wir für irgend ein |4]|, das kleiner 
ist, als eine beliebig gegebene positive Zahl m, eine Zahl p und p+1 der Gleichung 


(18) Qo cles dus Op — I 
genügende Konstanten 


Gy Ey, « « Oy 
so finden, dass das Problem: 


n 
zm em ash 


(19) Ay cay an; 
Aw -—a fs; 
TO. dc 
Ir I I I 4 I! Il 
ui =ca,w, o, Ww, +: + Up + Aju! + — — | 0" — 
0 0 1: 1 D 20x T E] 


T 





, TO dc 
Il U I I In I 
— 040, + 0,9, + Elan Up AIV + — | 0" — 
v oU» "e pUp | al =), an w 


" ! r 1 7 I ION TE HN, 
W — Hy Wot Oy, Wy rs? + Gp y d. ^ (w er = 


durch die Methode der sukzessiven Approximationen gelöst wird, und es ergibt 
sich somit, falls nicht grade 4 eine Lösung der Gleichung: 


(21) D (4) zz (— A)? ay + (Ara ++ (=A) apa + Gp = 0 
ist, dass wir die Lösungen des Problems (13), (14) für jedes 


[Al em 
in der Form: 


! U' (A, x, y. 2) =A 
RD de 010 ee 


V' (4, x, y, à 
= (=f) 
ye W' (A, x, y, 2) 
cea Rey UE. SURGE, 





U 











"= 
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darstellen können, wobei die Funktionen U', V', W' stets in + mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutig und stetig sind und für die Fälle: 


Bel PRO 


abgesehen von einer multiplikativen, von Null verschiedenen Konstanten, in 
sogenannte biharmonische Funktionentripel U'; V'; W'; übergehen, welche ich durch 
die Gleichungen: 





en 4U;—4V;—2W;—o, inz, 


7 UE CONS Che 
| Kass es song (Or) 


| 
sin, | 
| 


(24) > an w; 
lU; eos (rc) + Bj cos a + W;cos (vz) = o, 
(25) [e + UF + BF + WH) dc = x 


definiert habe. Die den biharmonischen Funktionentripeln U'; V'; W'; zugehörigen 


Zahlen 2; genügen der Gleichung: 
D(i) —0 


und können keine mehrfachen Wurzeln dieser Gleichung sein. —. 
Nach der Lösung des Problems (13), (14) erhalten wir infolge der Beziehungen - 
(7), (8), (x2) als Lösung des ursprünglichen Problems (1), (2) die Funktionen: 

















2 $ fe 
u— u — Zu. = (eem. 
IA 4nzÜzx r 
yt DA Ke Ds de 
(26) : I—4À "vut Ya 
| T 
E ) f | 
ww — | pds i 
I— À 47 OZ. r 
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Nur eine Bemerkung ist noch zu dieser Untersuchung nachzutragen: Bei der 
Lösung des Problems (13),(14) wurde (Allgemeine Lösung des biharmonischen 
Problems, Krakauer Anz. 1907, p. 866) vorausgesetzt, dass f,.f.,f, in ganzer Er- 
streckung des Gebietes r eindeutig und stetig sind und der Bedingung: 


dr / 
a Ju oh J >A 253 
T 


genügen. In der Tat ist für die Giltigkeit aller dieser Resultate — wie ohne 
weiteres aus dem Beweise derselben hervorgeht —, hinreichend, dass die ersten 
Ableitungen der Funktionen ,, v, w,, welche durch die Gleichungen (15) definiert 
sind, von der Art stetig sind, dass für irgend 2 Punkte des Gebietes in dem 
Abstande 7,,: 


abs. |D,u |i, abs. |D,v,|;, abs. |D,w,|? < endl. Konst. r?,, (A> 0). 


Diese Bedingung wird aber erfüllt, wenn wir für f,, f,, f, die Funktionen (rr) setzen 
und die ursprüngliche Voraussetzung (3) machen. Es ergibt sich das leicht mit 
Hilfe der Sátze des Kapitels I und II meiner Abhandlung: Sur les équations de 
l'élasticité (Ann. Ec. Norm. (3) 24, p. 12 ff., 1907). 

Die Untersuchung des $ 1 hat uns eine neue Lósungsmethode des Problems 
(x), (2) nicht bloss für den Fall: i 


|4| €x 
also: 
Lr ke ern 
gegeben, sondern auch für den Fall " 
l4|sz 
also ii 
k<—ı 


falls nicht grade 4 eine Wurzel der Gleichung 
D(i)=0 
ist. Die Stellen 


denen biharmonische Tripelfunktionen U'; V'; W'; entsprechen, sind auch Pole der 
Lösung u, v, w (26) des ursprünglichen Problems (x), (2). 
Die Pole sind sämtlich einfach und haben eine Häufungsstelle an der Stelle: 


|4| 5 e 





! oder abteilungsweise eindeutig und stetig. 
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also an der Stelle: 
k=—.2. 


Wie nun die Residuen der Lösungen des Problems (13), (14), abgesehen von mul- 
tiplikativen, von Null verschiedenen Konstanten, an den Stellen 


DA ABS show - 


in biharmonische Funktionentripel des Gebietes r übergehen, so kónnen wir nun- 
mehr zeigen, dass die Residuen der Lösungen des Problems (r1), (2) CossERAT'sche 
Funktionentripel des Gebietes r werden, abgesehen von multiplikativen, von Null 
verschiedenen Konstanten. 

Wir haben hierzu nur zu zeigen, dass die Funktionen: 


" eb ae GO ff has 
U; = Cj UE == ay - = (8); = 5 
I— Aj 4702 7 





7! 2 À; I 0 : ‚dr 

ee ge a N 2 QE 
(27) | Us | 7 I aan) ale 
T 


; Var Se (o st 
LE a Ws I—À;47tÓ0z nl} 


T 








in denen die c; Konstanten bezeichnen, den Gleichungen genügen: 





0 C); 
(40; pe 
AU; +k; ago 0 
3 0 6); B 24; 
(282) AV; +k; 95, =O, ino M — = mm 
09; 
eee 
(28?) AP —Oo, > anum. 
Wo 
Es ist in der Tat: 
Trees 
0; = ga J) 


und daher: 


06) 00;| 24; 1 + Aj 
PEN = Se ! = k; = 
NER dx dx E — À T1 — hl 


— {9}: 
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analog folgen die beiden übrigen Gleichungen (28%); es ist ferner: 


24; 1 0 Cr 
U;—- —__—_—_ | 09; —, an c, 
ı —Aj4 mw 0% 7 


T 
nach (27), also: 
U;—0, an o, 


analog folgen die beiden übrigen Gleichungen (28"). 
Wir wollen die Konstanten c; noch so wählen, dass: 


(29) KG HU + D + W)dr—1 wird: 


v 


es ergibt sich, wegen der Relationen: 


ı+4 
9; Fer) an 9, 
u, -— p 


N = H RI, 
| 25; = Cj De 


es muss 


2 [A52 SINE + US + BP + wild: x 
sein, und da: d 
(31) | eia: UL | (Wy + 85 + Widr- E 
so folgt: ; à 





I. Wenn wir die CosseraT'schen Funktionentripel des Gebietes U; V; W; und die 
denselben zugehörigen Zahlen k; durch die Gleichungen: 





00; | 
Te eae 
AU; + k; Fee À 
= 0 6; 
A V; + k;j dy u in 7 
10; 
AW; kj o 
(33) 1 er J 
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(33) ] Lo; 
Por ania: 
Vi s | 


| (0? + Ue 4-99 + W)dr=ı 


und die Bedingung definieren, dass die Funktionen in v mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig sein sollen, und zwar so, dass für irgend 2 Punkte 
des Gebietes 7, 1 und 2, in der Entfernung r,,, die absolute Differenz der Werte 
der ersten Ableitungen: 


(34) abs. [D, U;|}, abs. |D, V;f, abs. |D, W;|? < endl. Konst.! r?,, (4 » 0) 


sein soll, besteht zwischen den CossERaT'schen Funktionentripeln und den bi- 
harmonischen Funktionentripeln U'; V'; W'; des Gebietes der Zusammenhang: 


ope 2150 RC | d «| 
Temm Je In — Sy A rs 6). 2 
z Ve ar 3 ut I—Ajg Ó zc, ?j T | ; 
gi Àj—1 “i, Zh; 6, d A] 
n- y 2 EE zn ae rf? 


oe Àj—1 EM: 2Àj Td 9 ‚del 
w- y cw, I—Àj4: rüz, |o; rj 


II. Die Lösung jedes Problems der Elastizitätstheorie von der Form (x), (2) kann 
bei der Bedingung (3), und wenn |/|? unterhalb einer beliebigen endlichen Grenze 





m liegt, in der folgenden Form dargestellt werden: 


D(A, x, y, 2) 











tesi NV. aa 
| X (A, x, y, 2) M 
(36) | i Ss LL 
em. P (A, à i 2)2-— 8 
urea ye (EE 





! Die Konstante kann nur mit unendlieh wachsendem j unendlich wachsen. 
k 
24k 





11=— 
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dabei sind die Funktionen ®, NX, mit ihren ersten Ableitungen in v für jeden 
beliebigen Wert au 

17] < m 
eindeutig und stetig, und 


stellen eine endliche Anzahl von Zahlen dar, aus der Reihe der CossERAT'schen 
Funktionentripeln zugehóriger Zahlen, und die Funktionen ®, X, gehen für: 


fem = PS oon 


abgesehen von multiplikativen, von Null verschiedenen Konstanten in CossERAT'- 
sche Funktionentripel mit den zugehórigen Zahlen 4; über. 

III. Will man von den CosseraT'schen Funktionentripeln umgekehrt zu 
den biharmonischen Funktionentripeln zurückgehen, so hat man die Formeln zu 




















benützen: 4 
A; I Ady Va | dt 
Nice NS Se ee D 3 
d Vat 27 
Dese DATE TEN | di 
a ‘ed A ves = 9: E 
(37) | y yii «5$ D T. 
T 
À; I Dye Te | dr 
p ES Fe AOT 9; : 
; y tiw E. ^ | 
T 
ne =I ¢ 
|" --V een 
| ur, — jee 
: | Aj — I 
(38) | — Ze 
w- yt 
2 ASSET z 
|n Vas 
| j Der j 


IV. Für zwei CossERAT'sche Funktionentripel 
UWE und Ur 


mit verschiedenen zugehörigen Zahlen 4 und 4 bestehen die Relationen: 
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(39) | @:0;d x — o, 
T 
(40) | QU; + BiB; + 99; W;) dr — o. 
T 


Zusatz zu IV. Gestattet das Lósungssystem w, v,? des Problems (1), (2) die Ent- 
wickelung nach CossERAT'schen Funktionentripeln: 


(41) Ww X:6;U; v=2,0;V,;, w-—2;0;W; 


so haben die Konstanten C; dieser Entwickelung die Werte: 


a 


C; = (0.0; + uly + 035; + 1039) d v, 





(42) 
k j 


~ hh, 


T 


| 96;4:. 


a 
| 
| 


eR 


In der Theorie des biharmonischen Problems und der biharmonischen Funk- 
tionentripel wurde gezeigt (Krakauer Anz. 1907, S. 889),' dass, wenn auch nicht 
immer die Entwickelung der Lösungen w’, v', w' des Problemes (13), (14) selbst nach 
biharmonischen Tripelfunktionen sichergestellt ist, jedenfalls eine endliche Zahl s 
vorhanden ist, so, dass die Funktionen: | 








uw —w,—Aw, —Æu,—... — M hs, 
v! —v', — Av, — A3 v, —--- — 15-3, 
w — w'y— Aw, — Aw, — -- — M psa 


nach biharmonischen Tripeln entwickelt werden kónnen. Es werden also jeden- 
falls die Entwickelungen bestehen: 





1 In den Gleichungen 128b, l. c. ist bereits mit Rücksicht auf das dort zu behandelnde 
biharmonische Problem A= 1 gesetzt. 


94 A. Korn. 


u! — uy tau, + ul, e Au, + OO, «CU, +, 





(43) dy =v, + Lo, + Aro, +--+ Aid, + C,V', + CLV, + 





w=w + Aw, + 2w',+---+ wa + C, W', + C,W', + 





wo die C; Konstanten sind. 

Damit erhalten wir aber auch sofort ein korrespondierendes Resultat fiir 
die Entwickelung der Lösungen u,v, w des Problems (x), (2) nach CossERaT'schen 
Funktionentripeln: 

V. Wenn auch die Entwickelung der Lösungen «, v,w des Problems (x), (2) 
selbst nach Cosserar’schen Funktionentripeln nicht sichergestellt ist, so ist je- 
denfalls stets eine endliche Zahl s vorhanden, so, dass die Funktionen: 





s—l 
uU — # (u; 24 2 d fete 
2 IS p— Aaa 0m) ar 
0 T 
n TT v'; 2 1 f; d |, 
34x dy iy 
T 





5 ET ^ 2 TEMO y 
w X (qw; nl“ = 


in denen die Funktionen w, vw; durch die Gleichungen (rr), (15), (16) definiert 
sind, der Entwickelung nach CossERAT'schen Funktionentripeln fähig sind: 


s—1 
[ Ties 24 Di oed, - Y 
QD ee un | $57) + 0,0, + cu, + 
\ I -A4m0% r 

0 = 





x. 2 1:9 4d 
j (v4 - hio I, 75) + € Y. + 6 Y, es 





(44) ve I—4À47:03 
0 T 
s—l ? 
Ne iu; 2 | 0,27] Lou, + 0, W, s 
—A4 che r 
0 = 
wo die C,,C,,... Konstanten sind. 


Für die Kugel ist sichergestellt, dass s — o ist (Krakauer Anz. 1907, S. 894), 
somit gilt für die Kugel stets die Entwickelung: 
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| u—= C, U, + CU, + 


(45) Tos Lee Ga Va: 
lo Ou, + 0, We + 
wo 
a k; 
(46) Org Were 
$ 4. 


Für den Fall der Kugel habe ich die biharmonischen Funktionentripel früher 
angegeben (Krakauer Anz. 1907, S. 893). Denken wir uns eine Kugel vom Ra- 
dius À um den Anfangspunkt als Centrum und führen wir Polarkoordinaten durch 
die Transformationen: 


| De pac 
(47) y-rVır—ujcosp,  u,— cos, 





|. =r, V 1 — y? sin pi, 
ein und setzen: 


(48) Fj(v, y, 2) — rh Yj (ta, 9), 


wo Y; eine allgemeine Kugelfunktion j-ter Ordnung vorstellt, dann sind die bi- 
harmonischen Funktionentripel: 

















: à F. 
[v x. lt 2j 4 I) Jar es dae 
Ve) ital Oa 
EL En az —llon) © 
eee YS ME RD VES CAE ae. 
fe me oe 
[2 G+ 1 Grea eit "8s |’ 


«; bezeichnet eine Konstante, welche zur Befriedigung der Bedingung 


| (0 + UW} + 995 + Wi) dr — 1 
zu verwenden ist. 


Da 
(50) Oj = a F; 


96 A. Korn. 


T - dr a; PF, ri I } | 
Se 9; em =i) S] : ur De. 3 
(51) el grec ce „ei Ze 


T 





so ergeben sich aus (35) unmittelbar die CossERaT'schen Funktionentripel für 





die Kugel: 
Dee p» F5 p; eine Konstante, die zur Befriedigung der Be- 
2) c UR Dae dingung: 
(52) Vi = Bri — n), | (GEAR Re 
| Nie: 3 OF; [ 
Ls —B;ri—R Jie ; zu verwenden ist. 


Die Entwickelungen der Lösungen w,v,: des Problems (1), (2) nach diesen Funk- 
tionen: 

Bee 
(53) (0 = C, Vy CLV, a 


ees Were. 


: jay E du 


T 
sind bereits seit langem bekannt; die in der Einleitung gemachte Voraussetzung 
über die Funktion O ist für die Reihenentwickelungen (53) und für die gliedweise 
einmalige Differenzierbarkeit dieser Reihen hinreichend. 
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SUR LA REPRESENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES. 


PAR 


RENE BAIRE 


à DIJON. 


DEUXIÈME PARTIE. 


Introduction. 


Pour poursuivre l’étude des fonctions de classe supérieure à 1, étude qui a 
été commencée dans les deux derniers chapitres de la première partie de ce 
travail, j'ai été conduit à introduire certaines notions nouvelles, que je me pro- 
pose de définir et d'étudier dans cette deuxième partie. Les fonctions considérées 
jusqu'ici sont définies sur un ensemble de points de l'espace à n dimensions G,; 
on peut exprimer ce fait en disant que l'argument de la fonction est un point de 
l'espace à n dimensions; on a vu que la théorie des ensembles de points dans @,, 
sur laquelle nous avons fait reposer la théorie des fonctions continues et discon- 
tinues, est dominée par la notion de point limite. Ce sont précisément ces deux 
notions: ensemble de points, point limite, qu’il nous sera utile, pour la suite de 
nos recherches, de remplacer par des notions un peu différentes. ; 

J'ai été conduit ainsi à la notion d'ensemble de suites d’entiers, que j'appelle 
aussi espace à o dimension, pour des raisons exposées dans le courant du mé- 
moire, et j'étudie les fonctions définies sur ces nouveaux ensembles. Le théo- 
reme qui termine le travail donne une condition tres large sous laquelle une 
fonction est de classe < 3. 


1 Acta Mathematica, t. 30. 


2 
Acta mathematica. 32. Imprimé le 22 janvier 1909. 13 
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CHAPITRE I. 


Notion des ensembles de suites d'entiers. 


1. Considérons l’ensemble, souvent cité, des points du segment (o, 1) dont 


l’abscisse est de la forme: 


(1) 


chaque nombre c étant égal à o ou 2. Soit P cet ensemble, qui est, comme on 
sait, parfait et non dense dans le continu. Je le divise en deux ensembles par- 
faits P, et P,, en rangeant dans P, les points de P pour lesquels c, — 0, dans 
P, ceux pour lesquels c, — 2; ainsi P, comprend les points de P situés dans l'in- 


=) 


tervalle lo. 


I ; 2 
, P, comprend ceux de l'intervalle [ 
3 3 


en deux ensembles P,, et P,,, un point de P, appartenant à P,,, ou à P,,, 


2 1). Je divise de même P, 





suivant qu'on a pour ce point c, — o ou c, — 2. 

D'une manière générale, je désigne par P,,,,..4,, » étant un entier positif 
queleonque et chacun des nombres a; étant egal à r ou 2, l'ensemble des points 
de P pour lesquels les x premiers nombres c du développement (1) ont des valeurs 
fixes définies par la loi suivante: 


sa, — 2 Gr 257) 


lo 
— 
= 
| 
o 
RD 
=. 
a 
E 
| 
H 
= 
| 
NS 


L'ensemble P4,,4,...a, est parfait et a pour points extrêmes les points d’abscisses: 


Considérons une suite infinie d’entiers dont chacun est egal a ı ou 2, soit: 


(3) Ohi Oo ACTE 00 


Considerons les ensembles: 


(4) Pas Pa,a; a LET Rent? 


mics 


D’après la definition de ces ensembles, chacun d'eux est contenu dans le 
précédent; comme ils sont fermés, il y a au moins un point qui leur est com- 


mun; d’ailleurs, un point qui appartient à Pa,a a par cela méme les n pre- 


yeas an 


miers termes de son développement déterminés; done un point commun à tous 
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les ensembles (4) a tous ses termes déterminés, il est done unique; c'est le point 
d’abseisse: 


les c étant lies aux a par les relations (2). 

Inversement, tout point de P, étant susceptible d’être représenté par le de- 
veloppement (ri), où les c sont égaux à o ou 2, peut être considéré comme le 
point unique commun aux ensembles: 


Pas Pas ayes) IE pcp cont? u. 


n 


les a étant définis par la condition que: 
Kr ie (AA SL Br 


Nous nous trouvons avoir etabli ainsi, entre les points de P et les suites 
d’entiers (3), une correspondance biunivoque et réciproque, ce qui nous permet de 
représenter un point quelconque de P par la suite [a,, @,,...@n,...] qui lui 
correspond d’aprés la loi précédente. On voit que deux points qui sont situés 
dans le même ensemble à » indices sont représentés par des suites ayant en 
commun les » premiers nombres, et réciproquement. 

Cela posé, cherchons à exprimer le fait qu'une suite de points de P: 4,, 
A,,...A,,... a pour limite un point A, (nécessairement contenu dans P), en 
supposant tous ces points définis par les suites d'entiers correspondantes. La solution 
de ce probléme est immédiate. 

Soit A, le point [(a,)), (a). ... (a5), --.] H appartient, quel que soit », à 
l'ensemble P(;5,,(:::,,...«,» que je désigne, pour abréger. par On: 

Remarquons que les extrémités gauche et droite de @, sont respectivement - 
extrémités droite et gauche d’intervalles contigus à P, de sorte qu'il est possible 
de trouver un intervalle auquel tous les points de Q, (même les points extrêmes), 
sont intérieurs, et qui ne contient pas d'autres points de P que ceux de Q,. ll 
en résulte que, A, appartenant à Q,, et étant limite de la suite: A,, 4,,... 4,,..., 
les A, sont, à partir dun certain indice, contenus dans Q,. 

On a la réciproque suivante. Si, quel que soit n, les A, sont, à partir d'un 
certain indice, contenus dans Qn, la suite A, A,,...A,,... a pour limite A). 
Cela résulte de ce que, quand n croit indefiniment, les points extrémes de l'en- 


: I 
semble Q,, dont la distance est y tendent tous deux vers 4,. 
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Ce double résultat peut, si l’on introduit la representation des points de P 
par des suites d’entiers, s’enoncer de la maniére suivante. 

La condition nécessaire et suffisante pour que le point A,:[(a,)»; (dz)r,-.- 
(an)»,...] ait pour limite, quand v croît indéfiniment, le point A,:[(a,)o, (@z)> --- 
(an), ---] est que, quel que soit n, il y ait un entier h tel qu'on ait, pour v >h: 


(ai), = (Qi), (¢=1, 2,...n) 


2. On peut donner immediatement quelque extension aux notions qui pre- 
cédent. 

Prenons un ensemble parfait linéaire non dense quelconque P, ayant pour 
points extrêmes deux points A et B. Parmi les intervalles contigus à P, (dont 
aucun, comme on sait, n'a pour extrémité A ou B), prenons-en A — 1 arbitraires; 
si on enlève ces intervalles de l'intervalle total AB, il reste À intervalles tels 
que tout point de P fait partie de l'un d'eux. L'ensemble des points de P con- 
tenus dans l'un queleonque d'entre eux constitue un ensemble parfait Q, dont 
les points extrémes sont, comme plus haut, extrémités d'intervalles contigus à 
P, de sorte que si 4, appartient à Q et est limite d'une suite A,, A,,...A,,..., 
les A, sont, à partir d'un certain indice, contenus dans Q. 

Désignons les h ensembles partiels en lesquels P se trouve ainsi décomposé 
par P,, P,,...P», l'attribution des indices 1, 2, ... h étant d'ailleurs faite d’une 
manière complètement arbitraire. (Cette remarque aura une grande importance 
pour la suite). P,, P,... P; seront dits ensembles partiels du premier ordre. à 
étant l'un des entiers 1, 2,...h, nous pouvons, par le méme procédé, décomposer 
P, en un nombre fini 0; d'ensembles parfaits, (0; pouvant varier avec 7). On dé- 
signera les ensembles en lesquels se décompose P; par Pii; Pi», ...Pi,g;, lattri- 
bution du second indice à ces différents ensembles étant faite d'une maniére arbi- 
traire. On a ainsi des ensembles du deuxiéme ordre, on décompose chacun d'eux 
en ensembles partiels, qui seront dits du troisiéme ordre, et ainsi de suite. Si 


on se trouve avoir défini un ensemble désigné par P,,,,..,, on le décompose 


n 


en un nombre fini 6,,,,...;, d'ensembles parfaits qu'on note P.,5,...5,, ans l'indice 


n+ recevant les valeurs 1, 2,... da,a....a,: 

Nous supposerons qu'en faisant cette suite d'opérations, on s'astreigne à 
observer la loi suivante. Si on considère tous les ensembles partiels du n° 
ordre, le maximum 4, de la distance des deux points extrémes de chacun de 
ces ensembles tend vers o quand m croît indéfiniment. 


Dans ces conditions, si nous nous donnons une suite d'entiers positifs; 


(1) auta es Oss x 
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telle que, quel que soit n, il existe un ensemble désigné par P,, ,,.. 230 ces en= 


sembles vérifient les conditions: 


— 
bo 
— 


> Pre > ons > ner 2e 


11 — 


Comme la distance des deux points extrêmes du n"® d'entre eux tend vers o, il 
y a un point unique qui est contenu dans tous, soit 4; A est un point de P. 
Inversement, si on part d'un point A de P, ce point fait partie d'un ensemble 
partiel du premier ordre bien déterminé, d’un ensemble partiel du second ordre 
contenu dans le précédent et bien déterminé, etc., de sorte qu'il existe une suite 
(1) telle que les ensembles (2) correspondants ont en commun le seul point A. 
On peut done dire qu'il y a correspondance biunivoque et réciproque entre l'en- 
semble des points de P et un certain ensemble de suites d'entiers positifs, à sa- 
voir les suites (@,,a,,...@,...) telles que, quel que soit n, l'ensemble P,,,,..., 


n 
existe: un point A de P et une suite (a,, &,,...a,,...) se correspondent si A 
est contenu, quel que soit », dans P,,,,..,,. 

Cela étant, il est facile de vérifier que le théoréme du § 1 sur la condition 
pour que le point A, représenté par [(a,),, (@:)», .. . (An), ...] ait pour limite A,: 
[(@,)o, (@s)o,- ++ (G5), -..] quand » croît indéfiniment, subsiste dans le cas actuel. 
En effet, pour que A, tende vers A,, il faut et il suffit que, quel que soit n, 
les A, finissent par être compris dans l'ensemble P(ay)o,(a2)0,...(a,)0, ce qui est équi- 


valent à ce fait qu'on doit avoir, quand » surpasse un certain entier h: 
(a;), = (ai), EN $40) 
3. Pour prendre un autre exemple, designons par P l’ensemble de tous les 
points du segment linéaire (o, 1). On peut dire que la représentation des abscis- 
ses de ces points par des fractions décimales, c’est-a-dire par des expressions de 
la forme: 
(1) EE (o € a; € 9) 


équivaut à une correspondance entre les points de P et les suites d'entiers 


(2) : (ONE EG). (= 051, 2.0) 


Mais ici nous n’avons pas une correspondance biunivoque, car s’il est vrai qu’une 
expression de la forme (x) définit un point unique de P, il existe des points de 
P qui sont représentables par deux expressions distinctes de cette forme, ce 


. . a . . 
sont les points d'abscisse -— (« et h entiers).! On a, en effet, si a, > 1: 


1 Exception est faite pour les points d'abscisse © et 1. 
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a, a, An a, a, An — I 9 9 9 
de 5 SF 600 SE = sp Ss ar Sen SF = ee 
TONES Ion ro 0% 


ce que nous écrivons, en abrégé: 


(rre Cane OR Ce CAS 315 G5 Oy O75 69) 


Nous pouvons, comme dans les exemples précédents, diviser l'ensemble P 


en ensembles partiels d’ordres r, 2,...n,... en désignant par P,,,,...,, l'ensem- 
: : a a, a ? on 
ble des points d’abscisse: +, +... +" + Y_ avec la condition: o<y<ı, 
TOS RO KU aie 


chaque nombre a étant l'un des nombres o, 1, 2,...9. Les ensembles partiels 
sont ici des intervalles. 


Si l’on se donne une suite d'entiers (a,, &,,...an...), on a: 
JP > Per a2 > US > JA NEA HER > TuS 


et il y a un point unique contenu dans tous ces ensembles, point que nous repré- 
sentons par la suite (@,, 4, ...085,...). Mais si l'on part d'un point A de P, 


deux cas sont à distinguer: 
a . . . 
1°. A n'est pas de la forme —~ (« entier). Alors A fait partie d'un en- 
IO 


semble du premier ordre déterminé P,, d'un ensemble du deuxiéme ordre bien 
déterminé contenu dans le précédent, Pa, ete. De plus, A est intérieur à 
chacun de ces ensembles. Par conséquent, pour qu'une suite de points de P: 
A, 4,...4,... tende vers A, il faut et il suffit que, quel que soit n, les A, 
finissent par être contenus dans P,,4,...4, ou bien, en introduisant la représen- 
tation de A, par la suite correspondante: [(a,), (@;)», - - - (an), ...], a faut et il 
suffit que, quel que soit m, il existe un entier h tel que, pour v » h, la suite (ou, 
sil y a lieu, l'une quelconque des deux suites) correspondant à A, ait en commun 


avec la suite correspondant à A les n premiers nombres. 
a r . D 
2°. A est de la forme =. dA admet deux représentations, soit: 
10 
(Qi; Gas 50:151 dp 1,0,0,0,...)— (Q, C2: pe: 0758 Os) Os) Osama) 


Quel que soit n>~p, le point A est l'extrémité commune des deux ensembles 


partiels d'ordre m: 


D 
(3) I 01; 02, +; 05 —]; ap —1,9,9,...9 et Pa, ay. ay i p; 0,0,...0- 
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Pour qu'une suite: A, A,,...A,,... tende vers A, il faut et il suffit que, 
quel que soit n>p, tout point 4, dont’ Vindice surpasse un certain entier A 
appartienne a l’un ou à l’autre des deux ensembles (3). En introduisant la re- 
présentation des points par les suites d’entiers, cette condition s’énonce ainsi: 
Il faut et il suffit que, quel que soit m, il existe h tel que pour » > h, le système 
des m entiers [(a,)», (@)», . . .(an),] coïncide avec le système des m premiers entiers de 
l'une ou l’autre des deux suites qui représentent A. 

4. Etudions maintenant la representation des nombres par des fractions 
continues. Comme nous l’avons rappelé au § 31 de la première partie, tout nom- 
bre irrationnel + de l'intervalle (o, 1) est développable d’une manière déterminée 
en fraction continue illimitée, soit: 





I 

QE -——— 

I 
Gy + - 
, ai E 
2 2 Te 
. + LL 
An 
ce que nous écrivons: 
= (Gh Che nalin eae) 


Cette relation établit une correspondance biunivoque et réciproque entre l'en- 
semble P des points irrationnels du segment (o, 1) et l'ensemble de toutes les 
suites d'entiers positifs. Designons par P,,5,,..,, l'ensemble des points irration- 
nels pour lesquels les n premiers quotients incomplets sont les nombres fixes 
A, Ay...An; on voit que P,,5..,, se compose de tous les points irrationnels 
d'un certain intervalle, que nous avons désigné précédemment (Premiere partie, 
Sian) par 725,2, Dans le cas actuel, l'ensemble P se trouve décomposé en 
une infinité (dénombrable) d’ensembles partiels du premier ordre: P,, P,,..., 
chacun de ceux-ci en une infinité d'ensembles partiels du deuxième ordre, ete... 

Le point A de P correspondant à la suite (ad,. @,,...an,...) est intérieur 
à chacun des intervalles /,,,,..;, 11 en résulte que, pour que le point A,, vari- 
able avec v, el représenté par la suite [(a)», (a2)v. - - - (Q2), ...] att pour limite A, il 
faut et il suffit que, quel que soit n, il existe un entier h tel que, pour v » h, la 
suite correspondant à A, ait en commun avec la suite correspondant à A les n pre- 
miers nombres. 

5. Enfin, comme dernier exemple, considérons l'ensemble étudié dans le 
chapitre V de la premiére partie, et désigné par Po, ensemble qui se compose 
des points irrationnels compris entre o et r pour lesquels le quotient incomplet 
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de rang n croit indéfiniment avee n. On a defini ($ 34, 35) certains ensembles 
Diis... ius Ut, Us 15... in recevant toutes les valeurs entières positives); tout point 
A de P, fait partie, d'une maniére bien déterminée, d'une suite d'ensembles 
tels que: 


(1) Pa Dam > Ze 


et réciproquement, si on se donne arbitrairement une suite d’entiers positifs (7,, 
5....15...) on a vu que les ensembles (1) correspondants ont en commun un 
point unique qui appartient à P,. Il y a ainsi une correspondance biunivoque 
entre les différents points de P, et l’ensemble de toutes les suites d’entiers 


positifs. 
Etant donné un point A de P,, désignons par (q,, d,,...@n,...) la suite 
des quotients incomplets qui lui correspond, et par (7,, 7.,...%n,...) la suite des 


indices des ensembles p contenant A. Cherchons si, en utilisant cette seconde 
representation, il est possible de trouver une proposition analogue au théorème 
des § I, 2, 3, 4. 

Remarquons d'abord que si deux suites (7,, 7,,...%n,...) et (7, 2, ... Un...) 
ont en commun les premiers nombres, c'est-à-dire si à, =7',, 4, =7.,...in=Un, 
les deux points A et A' de P,, correspondants sont contenus dans le même en- 
semble pi, i,...i, 


D'autre part, on sait que jgi,;..;, à pour dérivé l'ensemble 


V" n 


parfait gi,;,...;,; et la distance maxima de deux points de cet ensemble tend vers 
o quand n croit indéfiniment. 

Cela posé, supposons qu'on ait, d'une part un point 4 :(?7, ia... din...) 
d'autre part un point A,, variable avec »: [(9,)», (2), - - . (da) . ..] tel que, quel 


que soit », on ait, quand » dépasse une certaine valeur: 
CAT: (= dog eee (an), — in. 


Dans ces conditions, A, tend vers A, car A, finit par être contenu dans l’en- 


semble pi, i. quel que soit n; sa distance à À tend done vers o quand v croît 


iM 
indéfiniment. 

Mais cette proposition n'a pas ici de réciproque, car deux points de P,, 
peuvent étre pris aussi voisins qu'on veut l'un de l'autre, et cependant appartenir 
à des ensembles p à n indices différents, par exemple à deux ensembles p; et p; 
différents; cela résulte de ce que l'ensemble formé par la réunion de tous les en- 
sembles p; est partout dense dans le continu. 

6. On peut, de l'étude des différents exemples que nous venons de passer 
en revue, dégager les caractéres communs que voici. Une correspondance se 
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trouve établie entre un ensemble de points d’une part, et d’autre part un certain 
ensemble de suites d’entiers; cette correspondance est, dans certains cas, biuni- 
voque, et dans d’autres cas, comporte certaines restrictions, par le fait qu'il ya 
dans l’un des ensembles des éléments exceptionnels ayant deux correspondants 
dans l’autre. Mais le fait le plus intéressant pour l’étude que j’ai en vue est 
que la notion de point variable tendant vers un point fixe est remplacée par celle-ci: 
une suite d'entiers, variable, a en commun avec une suite fixe, un nombre de termes 
au commencement qui croit indefiniment. 

On conçoit qu'il peut y avoir intérêt à changer le point de départ de toute 
cette étude en procédant de la maniére suivante: on prendra comme base du rai- 
sonnement, comme éléments fondamentaux, les suites d'entiers, considérées a 
priori, et l'on adoptera, comme définition de la limite, pour ces éléments, la 
propriété que nous venons d'énoncer et qui, dans les théories courantes, constitue 
un résultat. C'est le nouveau point de vue auquel je vais me placer maintenant; 
dans le chapitre qui suit, je poserai les définitions premiéres, et j'étudierài, sur 
les ensembles ainsi définis, les propriétés analogues à celles qui, dans la théorie 
des ensembles de points, ont fait lobjet du chapitre II de la premiére partie. 
Je m'oceuperai ensuite, dans le chapitre III, de définir et d'étudier les fonctions 
définies sur ces nouveaux ensembles. 


CHAPITRE II. 
Théorie des ensembles de suites d'entiers. 


7. Les éléments sur lesquels nous raisonnerons sont les'suites d'entiers 
de la forme: 
(as, man) 


ou chaque élément a, est un des entiers positifs I, 2, 3,... Ces éléments joue- 
ront, dans les théories qui vont suivre, le même rôle que les points dans les 
théories précédemment traitées, et nous étudierons des ensembles de suites d'en- 
tiers, c’est-à-dire des ensembles dont chaque élément est une suite de la forme 
indiquée. L'ensemble de toutes les suites d’entiers positifs sera appelé ensemble 
fondamental. 

Nous ferons, au sujet de ces nouveaux ensembles, des conventions iden- 


tiques à celles qui ont été faites pour les ensembles de points (Première partie, 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 22 janvier 1909. 14 
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§ 5). Etant donnés des ensembles de suites d'entiers P, Q. E... en nombre 
fini ou infini, nous désignons par M (P, Q, R,...), D(P, Q, R,...) respective- 
ment lensemble formé par la réunion de P, Q, R,... et l'ensemble composé des 
éléments communs à P, Q, R,... Dans le cas où P, Q, R,... n'ont deux à deux 
aucun élément commun, nous écrivons: M(P, Q,R,...)=P+Q+R+... et cet 
ensemble est dit la somme de P, Q, R,... Les égalités ou inégalités: P — Q, 
P>Q (ou Q« P), P»Q (ou Q« P), P =o, expriment respectivement que P et 
Q sont identiques, que P contient tous les éléments de Q, que P contient, outre 
les éléments de Q, un élément au moins, que P ne contient aucun élément. Si 
lon a P>Q, on désigne par P— Q l’ensemble des éléments contenus dans P 
sans étre contenus dans Q. 

8. La notion fondamentale qui nous servira dans cette étude est celle d'élé- 


ment limite. On dit que l'élément 
Zr eR (Alia eur) od 
est limite de l'élément, variable avec v: 
abe M) (Gaim CA oo ol 
si, quel que soit m, il existe un entier h tel que, pour v >h, on a: 
(ai), = (ai) (i=1,2,...n). 


Deux éléments-suites distinets sont consideres comme d’autant plus voisins 
Pun de l’autre qu’ils ont en commun un plus grand nombre de termes consécutifs 
à partir du premier. Ceci nous conduit à effectuer des divisions dans l’ensemble 
fondamental. Réunissons ensemble toutes les suites pour lesquelles le premier 
terme a une valeur déterminée «; nous partageons ainsi l’ensemble fondamen- 
tal en une infinité dénombrable d’ensembles partiels; appelons respectivement 
groupe (r), groupe (2), groupe (3), etc. l'ensemble des suites pour lesquelles le 
premier terme est 1, 2, 3, ete.: ce seront les groupes du premier ordre. Chacun de ces 
groupes se subdivise de la méme maniére en groupes du deuxiéme ordre, d'aprés 
la valeur du second terme; ainsi le groupe (r) est formé par la réunion des 
groupes du second ordre: (1, r), (1, 2), ete. 

D'une maniére générale, étant donné un systéme d'entiers positifs rangés 
dans un ordre déterminé: «,, «,,... «5, appelons groupe («,, «,,...«5) l'ensemble 
des suites pour lesquelles les p premiers termes sont respectivement égaux à 
(,, €5,... Gp; Ce groupe sera dit d'ordre p. 

Le groupe (c, @,...p) se subdivise en une infinité dénombrable de groupes 
d'ordre (p + 1), savoir: 
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(Gin Gin soln 39) b. (7t (Ders Pac: 


chacun de ceux-ci en groupes d'ordre p + 2, etc. 

Etant donnée une suite d'entiers 4 déterminée, soit (Gi oo (127p cette 
suite appartient, comme on voit, au groupe d'ordre r: («,), au groupe d'ordre 
2: (a, &),..., au groupe d'ordre p: (c, &,... &p), etc. Réciproquement, si l'on 
a une suite de groupes d'ordres successifs: I, 2,...p,..., chacun de ces groupes 
étant contenu dans le précédent, il existe une suite d'entiers bien déterminée 
qui est contenue dans tous ces groupes. 

A l'aide de ces notions nouvelles, la définition générale de la limite peut 
s’enoncer dans les termes suivants: 

L'élément-suite A, est limite de la suite d'éléments-suites A,, A,,... Ay, .. . si, 
quel que soit n, les A, sont, quand » dépasse une certaine valeur, contenus dans le 
groupe d'ordre n qui contient A,. 

9. Etant donné un ensemble P de suites, on dit qu'une suite A, (faisant partie 
ou non de P), est limite pour P si tout groupe contenant A contient au moins une 
suite autre que A faisant partie de P. 

Transformons cette condition. Soit n un entier, désignons par g, le groupe 
dordre n qui contient A. La condition qui vient d’étre énoncée étant supposée 
remplie, il existe dans g, une suite A, faisant partie de P et distincte de A. 
Les suites A et A, ont en commun les n premiers termes, elles peuvent avoir 
en commun un plus grand nombre de termes consécutifs à partir du premier, 
mais il existe certainement un entier n,>n tel que les », premiers termes de 
A, ne sont pas identiques aux n, premiers termes de A, de telle sorte que les 
deux groupes d’ordre n, qui contiennent respectivement A et A, sont distincts. 
Cela étant, dans le groupe d’ordre n, qui contient A, nous pouvons prendre une 
suite A, faisant partie de P et distincte de A; A, sera distincte de A,. En 
repetant le raisonnement, on trouve n,>n, tel que le groupe d’ordre n, conte- 
nant A ne contient pas A,, dans ce méme groupe on prend A, faisant partie de 
P et distincte de A, et ainsi de suite. Le procédé se poursuit indéfiniment, de 
sorte qu'on obtient une série infinie de suites de P: A,, A,,...A,,..., chacune 
d'elles étant distincte des précédentes. On voit ainsi que si A est 
limite pour P, tout groupe contenant A contient une infinité de suites de P. La 
réciproque est évidente, car l’hypothèse que tout groupe contenant A contient 
une infinité de suites de P entraine ce fait que tout groupe contenant A con- 
tient une suite de P autre que A. En résumé, on a, pour la notion d’element 
limite d'un ensemble, la nouvelle definition, complètement équivalente à la prece- 
dente; 
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Etant donné un ensemble P, une suite A est limite pour P si tout groupe 
contenant A contient une infinité de suites de P. 

Remarquons que, dans la démonstration précédente, A, tend vers A, car 
A, est contenu dans le groupe d'ordre n,_ı qui contient A, et n,_ı croît in- 
définiment. Done, si A est limite pour P, il est possible d’extraire de P une 
série d'éléments: 4,, 4,,... 4,,... distincts de A, et ayant A pour limite. La 
réciproque est évidente. 

10. Définitions. Un ensemble P est dit fermé s'il contient tous ses élé- 
ments limites. — Un ensemble P est dense en lui-même si tout élément de P est 
limite pour P. 

Un ensemble P est parfait s’il est à la fois fermé et dense en lui-même. 

P étant quelconque, un élément de P qui n’est pas limite pour P est dit 
isolé dans P. D’après cela, un ensemble P est parfait s’il est fermé et ne con- 
tient aucun élément isolé. 

P étant quelconque, l’ensemble des éléments limites de P est appelé dérivé 
d'ordre 1 de P, ou simplement dérivé de P: on le note P!. Je dis que P! est 
fermé; il faut montrer que si A est un élément limite pour P!, A fait partie 
de P!; en effet, dans tout groupe g contenant A existe une suite de P', soit B; 
g, contenant la suite B, contient une infinité de suites de P; done A est limite 
pour P, c'est-à-dire fait partie de P!. 

Il est évident que la condition pour qu'un ensemble P soit fermé, dense en 
lui-même, parfait, peut s’écrire: P^ P' P< P!, P=P! La condition P 7 Q 
entraîne P! Q!. 

Appelons ensemble dérivé d'ordre o de l'ensemble P la réunion de P et 
de son dérivé d'ordre 1, P!; soit done: P?"— M(P, P!). D’après cela, un ele- 
ment A de P°, ou bien fait partie de P, ou bien est limite pour P, de sorte 
que: L'ensemble P? est l'ensemble des éléments A tels que tout groupe contenant l’un 
de ces éléments contient au moins un élément de P. — P" est fermé et a pour 
dérivé P!, car si A est limite pour P", tout groupe contenant A contient une 
infinité d'éléments de P ou de P', et par suite, de toutes façons, une infinité 
d'éléments de P; done A fait partie de P? et de P!. D'ailleurs, inversement, 
un élément de P!, dérivé de P, fait partie du dérivé de P?» P. Done P^ a 
bien pour dérivé P' et le contient, par suite est fermé. 

Si P est fermé, de P > P!, on déduit: P" =P, et réciproquement cette con- 
dition exprime que P est fermé. 

Si P est dense en lui-même, de P < P! on déduit que le dérivé de P, qui 
est P!, est contenu dans le dérivé de P!. Done P! est aussi dense en lui- 
méme, et comme d'autre part P! est fermé, il est parfait. 
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Si P, Q,...R sont des ensembles fermés en nombre fini, T — M(P,Q,...R) 
est aussi fermé. En effet, un élément limite pour 7 est limite pour l’un au 
moins des ensembles P,Q,... H, par suite fait partie de l'un d'eux, et aussi 
de T. Si P,Q,...R sont parfaits, T est parfait, car un élément A de T, sil 
fait partie de P par exemple, est limite pour P, done aussi pour T. 


Si P,Q, R,... sont des ensembles fermés en nombre fini ow infini, Ven- 
semble S — D(P,Q, R,...), s'il existe, est fermé. En effet, un élément A, limite 
pour S, est limite pour chacun des ensembles P,Q, R,..., done fait partie de 


tous ces ensembles, et par suite de 8. 

ll. Soit P un ensemble de suites quelconque. Par rapport à P, les diffe- 
rents groupes définis au $ 8 se distinguent en deux espéces, suivant qu'ils con- 
tiennent ou non des éléments de P. Nous dirons qu'un groupe est relatif à P sil 
contient au moins un élément de P, qu'il est extérieur à P s'il ne contient aucun 
élément de P. On reconnait immédiatement que: si un groupe g est extérieur 
à P, tout groupe contenu dans g est aussi extérieur à P; si un groupe g, soit 
(a, «,, ... an), est relatif à P, les groupes («,), («,, «;), . . . (t, &», . - . 1-1), qui con- 
tiennent g, sont aussi relatifs à P, et parmi les groupes d'ordre A+1 contenus 
dans g, il y en a au moins un qui est relatif à P. Enfin, par définition de P^, 
un groupe relatif à P est aussi relatif à P", et réciproquement, de sorte que 
l'ensemble des groupes relatifs à P, P étant quelconque, coincide avec l'ensemble 
des groupes relatifs à un certain ensemble fermé. 

Dans ce qui précéde, nous sommes partis d'un certain ensemble P de suites, 
et nous avons défini l'ensemble des groupes relatifs à P, lequel possède la 
propriété suivante: “Si l' est cet ensemble de groupes, et A une suite quelconque 
de P, tous les groupes contenant A font partie de 7’. Inversement, donnons- 
nous a priori un ensemble de groupes I’, et cherchons s'il existe des suites telles 
que tous les groupes contenant chacune d'elles fassent partie de 1° ou, comme 
nous dirons pour abréger, des suites contenues dans I’, ou appartenant à I. Re- 
marquons d'abord que si cela est, l'ensemble P de ces suites est fermé; car, soit 
A une suite limite pour P; quel que soit », le groupe d'ordre n qui contient A 
contient, par hypothèse, des suites de P; done il fait partie de IT’; done A est 
telle que tous'les groupes contenant A font partie de 7’, done A fait partie de 
P, ce qui montre que P est fermé. 

Etant donné un ensemble de groupes /', pour qu'il existe des suites con- 
tenues dans I‘, une première condition est que, si un groupe d'ordre p, soit) 
(&,,€,,...«5), fait partie de I, tous les groupes («;), («,, «;). - . . (Ce 
qui contiennent ce groupe, doivent aussi faire partie de I’. Nous conviendrons 
de dire qu’un ensemble de groupes possédant cette propriété est complet. 
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Il faut en outre évidemment qu'il y ait dans /' des groupes d'ordre m, 
quel que soit n. Ces deux conditions ne sont d’ailleurs pas suffisantes, comme 
le montre l’exemple suivant. Prenons tous les groupes d’ordre 1: 


puis tous les groupes d’ordre 2 contenus dans (2), tous les groupes d’ordres 2 et 
3 contenus dans (3), et d’une maniere générale, quel que soit n, tous les groupes 
d'ordre 2,3,...n, contenus dans (n). L'ensemble 7’ de tous ces groupes est 
complet, il contient des groupes de tous les ordres, mais aucune suite n’appartient 
a 7; car soit («,,«,,...) une suite, le groupe d'ordre «,+1 qui la contient n'est 
pas contenu dans I’. 

Résumons ces résultats en disant que: Si [est un ensemble complet de 
groupes, il peut y avoir ou non des suites appartenant à [; s'il y en a, leur 
ensemble P est fermé; si 7’, est l'ensemble des groupes relatifs à P, I, est évi- 
demment contenu dans [. 

12. Demandons-nous maintenant à quelles conditions un ensemble 7 de 
groupes coincide avec l'ensemble des groupes relatifs à un certain ensemble de 
suites. En interprétant les remarques du $ 11, on a immédiatement des condi- 
tions nécessaires, qui peuvent s'énoncer comme il suit: L'ensemble 7" doit être 
complet, et si g est un groupe contenu dans J’, d'ordre h, il y a au moins un 
groupe d'ordre h+1 contenu dans g qui fait partie de I. Je dis que ces con- 
ditions sont suffisantes; en effet, supposons-les remplies; prenons, dans I, 
un groupe quelconque g, soit («,, &, ... a»); d'une part les groupes («,), («,, «;), .. . 
(6,,€,,...«n—1) font partie de I, puisque /' est complet; d'autre part, d’après 
la seconde condition, il existe dans /" un groupe d'ordre h+1 contenu dans I’, 
soit (v, €,,...05,0541); dans ce nouveau groupe existe, d’après la méme condi- 
tion, un groupe d'ordre h+2 contenu dans I’, soit (c,, «5, . . . On, @n+1, 543); CE 
raisonnement peut se poursuivre indéfiniment, et montre l'existence d'une suite 
infinie de groupes d'ordres 1, 2,...h,h+1,h+2,... dont chacun est contenu 
dans le précédent et appartenant tous à /'; la suite définie par ces groupes appar- 
tient done à I. En résumé, il existe des suites appartenant à I’; on sait que 
l'ensemble P de ces suites est fermé; d'autre part, le groupe g dont on est parti 
est arbitraire dans 1’, on voit done que tout groupe de I contient des suites de 
P, c'est-à-dire est relatif à P. Ainsi 7’ coincide avec l'ensemble des groupes 
relatifs à un certain ensemble de suites. On a ainsi le théoréme suivant: 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble T de groupes constitue 
l'ensemble des groupes relatifs à un certain ensemble de suites est que I' soit complet 
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et que, si g est un groupe d'ordre h de I, il y ait dans L'un groupe d'ordre h+ı 
contenu dans g. 

Etant donné un ensemble fermé P de suites, l'ensemble 1° des groupes rela- 
tifs à P est parfaitement déterminé, ainsi que l'ensemble 7” des groupes exté- 
rieurs à P, I" se composant de tous les groupes qui ne font pas partie de I. 
Réciproquement, la connaissance de /', ou, ce qui revient au méme, de I’, permet 
de décider si une suite donnée fait ou non partie de P. En résumé, la connais- 
sance d'un ensemble fermé est complétement équivalente à la connaissance des 
groupes relatifs à cet ensemble (ou des groupes extérieurs); cette propriété sera 
trés utile dans la suite; pour le moment, nous en tirerons cette conséquence 
qu'un ensemble fermé est déterminé par une infinité dénombrable de conditions. 

13. Supposons qu'un ensemble 7’ de groupes satisfasse aux conditions du 
$ précédent, de sorte qu'il existe des suites appartenant à I’; l'ensemble P de 
ces suites est fermé. Demandons-nous à quelles conditions P sera parfait; faisons 
à ce sujet quelques remarques générales. 

Si A est un élément de P non limite pour P, c'est-à-dire isolé dans P, il 
y a un entier » tel que le groupe d'ordre n qui contient A ne contient pas 
d'autre suite de P; si g est ce groupe, g est contenu dans I’, et les seuls groupes 
contenus dans g qui font partie de 1° sont le groupe (unique) d'ordre n+1 con- 
tenant A, le groupe (unique) d'ordre n+2 contenant A, etc. Ainsi, dans un 
certain groupe g de I’ n'existe qu'un seul groupe d'ordre déterminé supérieur à 
celui de g et faisant partie de I. 

Réciproquement, supposons que dans /' existe un groupe g tel que, sin est 
son ordre, il n'existe dans I, pour chaque valeur de 5, qu'un seul groupe d'ordre 
n+h contenu dans g. ll en résulte évidemment que g ne contient qu'un seul 
élément faisant partie de P, lequel est par suite isolé dans P. _ 

Pour que P soit parfait, c'est-à-dire ne contienne aucun élément isolé, il 
faut et il suffit que la condition précédente ne soit jamais réalisée, c'est-à-dire 
que dans tout groupe g d'ordre m contenu dans I' existent au moins deux groupes 
d'un même ordre supérieur à m el contenus dans T. On peut vérifier directement 
que c'est bien là la condition nécessaire et suffisante pour que P soit parfait. 

La condition est nécessaire, car si P est parfait, tout élément de P est 
limite pour P; done tout groupe g de J’, contenant un élément de P, en con- 
tient au moins deux distincts; si n est l’ordre de g, pour h assez grand, les 
groupes d'ordre n+h qui contiennent ces deux éléments sont distincts, done il 
y a dans g deux groupes d'un méme ordre supérieur à n et contenus dans I. 

La condition est suffisante: en effet, supposons-la remplie. Si A est un 
élément de P, tout groupe g contenant A contient, par hypothèse, deux groupes 
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g et g'" dun méme ordre supérieur à celui de g et contenus dans I; g! et g, 


étant contenus dans J’, contiennent chacun au moins un élément de P; on a 
done ainsi au moins deux éléments distincts de P contenus dans g; ainsi g con- 
tient certainement un element de P autre que A; done A est limite pour P, ce 
qui achéve de démontrer la proposition. 

14. Nous allons démontrer, sur les ensembles de suites, un théoréme com- 
plétement analogue a celui qui a été démontré sur les ensembles de points à 
n dimensions dans les «Lecons sur les fonctions discontinues» ($ 62, p. 102). 

Appelons (7) l'ensemble de tous les groupes possibles. (7) est évidemment 
dénombrable. Etant donné un ensemble fermé P, appelons 4 (P) l'ensemble des 
groupes extérieurs à P, qui, comme nous l’avons vu, détermine complètement P. 
Il est évident que si P>Q, (P et Q étant fermés), tout groupe extérieur à P 
est extérieur à Q, de sorte que .7/ (Q9) contient tous les éléments dont se compose 
A(P). De plus, si P>Q, il y a certainement des groupes qui appartiennent à 
4 (Q) sans appartenir à /(P), sans quoi l'identité de .7(Q) et de 4(P) entraine- 
rait celle de P et de Q, contrairement à l'hypothése. 

Cela posé, supposons qu'on ait des ensembles fermés, correspondant aux 


nombres ordinaux des classes I et Il: 


(1) ID ose Eee Dos cc ela. onde 


avec la condition que «<a! entraîne P, Py. D’après ce qui précède, quel que 
soit «, 7(Pa41) contient tous les éléments de /(P.); désignons par C (P,) l'en- 
semble des groupes qui font partie de .7(P,41) sans faire partie de /(P,). On 
voit que la condition nécessaire et suffisante pour que C(P,) soit nul est que 
Pr —P,, Considérons les ensembles de groupes: 


CO (PGE). CCP. CIT EE 


— 
D 
— 


Chacun de ces ensembles constitue une partie de l'ensemble dénombrable (4), et 
deux d'entre eux n'ont aucun élément commun, car un élément de C (P,) fait 
partie de /(P.41), par suite de .7(P,,») et de tous les /(P.) pour lesquels 
«>a, il ne fait done pas partie de C (Pj) si a >a. 

Il y a done au plus une infinité dénombrable d'ensembles (2) non nuls; les 
indices de ceux des ensembles (2) qui ne sont pas nuls formant ainsi un ensemble 
fini ou dénombrable, il y a un nombre « des classes I ou II qui est supérieur à 
tous ces indices. Si a >a, on a C (Po) —0, dot résulte: 





(3) «Dr pm dE EE WIE 605 OM SSS (0% 
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Désignons par Po l'ensemble commun à tous les ensembles (1); on voit que 
les ensembles (x) sont, pour des valeurs suffisamment grandes de l'indice, identiques 
a Po. C'est là le théorème que j'avais en vue. Il y a un nombre 3 bien déter- 
mine qui est le plus petit tel qu'on ait P;— Po. 

Ajoutons deux remarques, analogues aux remarques I et III (loc. cit., § 63, 
p. 104). 

1°. Supposons que les ensembles (1) satisfassent à la condition que, si « 
est de deuxiéme espéce, P, est l'ensemble commun aux ensembles P, pour les- 
quels «<a. Soit alors A un élément quelconque de P,; si A ne fait pas partie 
de tous les ensembles (1), c'est-à-dire de Po, soit 0 le plus petit nombre tel que 
P, ne contient pas A; 0 ne peut être de seconde espèce, car A appartiendrait 
à tous les ensembles dont l'indice est inférieur à 0, et par suite à P,, d’après 
la condition donnée; done 0 est de premiére espéce et a un précédent 7; . 
appartient à P, sans appartenir à P,,,. En résumé, tout élément A de P, fait 
partie, ou bien de Po— P;, ou bien d'un ensemble P,— P;,;, et cela d'une 
maniére bien déterminée. Nous exprimerons ce résultat au moyen de la formule: 


PSE EP) Po, y « D. 


La somme est étendue à toutes les valeurs de y des classes I et II, ou si l'on 
veut, seulement aux valeurs « jp. 

2°. Supposons que les ensembles (1) satisfassent à la condition que tout 
élément isolé de l'un quelconque de ces ensembles ne fait pas partie de l'en- 
semble suivant. Dans ces conditions, je dis que Po, s'il n'est pas nul, est par- 
fait. En effet, il ne peut exister d'élément isolé dans Po, car un tel élément, 
soit A, serait isolé dans P; — Po, par suite ne ferait pas partie de P;,;, ce qui 
est en contradiction avec le fait que P;— P;j,;— Po. Done Po est nul ou 
parfait. 

11 est utile de remarquer que si on a une série infinie d'ensembles fermés 


de suites, dont chacun contient le suivant, soit: 


REN En > 


il ny a pas nécessairement d'élément commun a tous ces ensembles.! (Il suffit 
par exemple de prendre pour P, l’ensemble de toutes les suites dont le premier 
terme est >n.) C'est pourquoi nous ne chercherons pas à donner pour les en- 
sembles actuels, de théoréme analogue à celui de la Remarque II (loc. cit., § 63). 


! On peut démontrer que cela a lieu dans le cas où l'ensemble Fy est tel que, si g est 
un groupe relatif à P5, et si h est son ordre, les groupes d'ordre h+1 relatifs à P, et contenus 
dans g sont en nombre fini 
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15. Etant donné un ensemble de suites arbitraire P, nous avons défini ($ 10) 
les dérivés d'ordre o et 1 de P, et nous savons que P" a pour dérivé P'. 
Nous definirons le dérivé d'ordre « de P, P“, « étant un nombre ordinal quel- 
conque des classes I ou IT, par la double convention suivante: 

1°. Si « est de première espèce et >o, P* est le dérivé d'ordre 1 de PT. 

2°. Si « est de deuxième espèce, P“ est l’ensemble commun à tous les 
ensembles P" pour lesquels a! < «. 

Les ensembles P*9?,P'....P^*,... ainsi définis, satisfont aux conditions 
remplies, dans le $ précédent, par les ensembles désignés par P,, P,, ete....; ils 
satisfont aussi aux deux conditions complémentaires 1° et 2°. On peut done 
énoncer les résultats suivants, en désignant par P* (dérivé d'ordre 2 de P) 
l'ensemble commun à tous les ensembles P^: 

P? est nul ow parfait; il y a un nombre déterminé B des classes I ou II 
tel que: 


Pi Spree mo! 
Si «@<f, on a P«>P®. HEnfin, on a: 
(1) poe (R= i SE EI, SE 


Remarquons qu'aueun terme de la somme n'est nul pour y « 9, car la condition 
Pi = P+! exprimerait que 7" est parfait et coincide avec tous les ensembles 
dérivés qui suivent, ce qui contredit ce fait que P’ > P®. 

Un ensemble tel que P’— Pr+! se compose de tous les éléments isolés de 
l'ensemble fermé P"; a fortiori chacun de ces éléments est isolé pour l'ensemble 
Pi— Pr*!, Appelons d'une manière générale ensemble isolé tout ensemble tel 
que chacun de ses éléments est isolé dans l'ensemble; je dis qu'un ensemble isolé 
est dénombrable. 

Faisons une remarque préliminaire. Si Q est un ensemble isolé, A un élé- 
ment de Q, et si on désigne par g,, g:, ... In, ... les groupes d’ordres 1, 2, ... m, ... 
qui contiennent A, nous avons déjà vu ($ 13) que, à partir d'un certain rang, 
ces groupes ne contiennent pas d'autre élément de Q que 4; parmi les groupes 
qui remplissent ces conditions, l'un d'eux a le plus petit indiee, c'est-à-dire est 
d'ordre minimum; ainsi, à tout élément A de Q correspond un groupe bien dé- 
terminé g qui contient 4, ne contient pas d'autre élément de Q, tandis que le 
groupe d'ordre inférieur à celui de g et contenant g (s’il existe) contient au 
moins deux éléments de Q. 

Cela posé, prenons: les groupes d'ordre 1 ne contenant qu'un seul élément 
de Q; puis, les groupes d'ordre 2 non contenus dans les précédents, et ne con- 
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tenant qu'un seul élément de Q; puis, les groupes d'ordre 3 non contenus dans 
les précédents et ne contenant qu'un seul élément de Q. etc....; supposons cette 
opération prolongée indéfiniment. On obtient ainsi un ensemble de groupes tels 
que chacun d'eux contient un seul élément de Q et que tout élément 4 de Q 
est contenu dans un et un seul d'entre eux, car le groupe g correspondant à 4 
d'aprés la convention précédente est obtenu par le procédé indiqué, tandis 
qu'aucun des autres groupes contenant A n'est obtenu. Ainsi il y a correspondance 
. biunivoque entre l'ensemble @ et un certain ensemble de groupes, lequel est 
dénombrable. Done Q est aussi dénombrable. 

Dans la formule (1), l'ensemble P" désigne un ensemble fermé quelconque: 
il y a lieu de distinguer deux cas suivant que P? est nul ou existe effective- 
ment; dans tous les cas, N (Pr — P'*!) est la somme d'une infinité dénombrable 
d'ensembles isolés, et est par suite dénombrable. On peut done dire que: 

Un ensemble fermé de suites, ou bien est denombrable, ou bien se compose d'un 
ensemble dénombrable et d'un ensemble parfait. 

16. Soit P un ensemble parfait de suites; si g est un groupe relatif à P, 
l'ensemble des suites de P contenues dans g, soit D(P,g), est parfait; en effet, 
d'abord cet ensemble est fermé, comme étant l'ensemble commun aux deux en- 
sembles fermés P et g; de plus, toute suite A de D(P,g) est limite pour cet 
ensemble, car si g' est un groupe contenant A, il y a dans g' une infinité d'élé- 
ments de P, et si g' est contenu dans g, ces suites appartiennent à D (P. g), donc 
A est limite pour D(P,g) qui est donc parfait. Nous dirons que l'ensemble 
parfait D(P,g) est la portion de P déterminée par le groupe g. 

Soit Q un ensemble quelconque contenu dans P. Il y a deux cas possibles, 
qui s'excluent l'un l'autre: 

1°. Dans toute portion P, de P existe une portion P, de P qui ne contient 
aucun élément de Q. Nous dirons dans ce cas que Q est non dense dans P. 

2°. Il y a une portion P, de P telle que toute portion P, de P, contient des 
éléments de Q. Nous dirons alors que Q est partout dense dans P,. 

On voit que dans le premier cas, Q° (qui est contenu dans P, puisque Q <P 
entraine Q" « P? — P) est, comme Q, non dense dans P, tandis que, dans le se- 
cond cas, tous les éléments de la portion désignée par P, appartiennent à Q", de 
sorte que Q" coincide avec P dans un certain groupe relatif à P. 

Si Q est non dense dans P, la partie Q, de Q contenue dans une portion P, 


de P est non dense dans P,. 


! Nous verrons plus loin qu'un ensemble parfait n'est pas denombrahle, 
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1%. Q étant un ensemble contenu dans l'ensemble parfait P, nous dirons 
que Q est de première catégorie dans P, s’il existe une infinite denombrable d'en- 
sembles non denses dans P tels que tout élément de Q fait partie de l’un d'eux. 

Si Q west pas de première catégorie dans P, nous dirons que Q est de deuxième 
catégorie dans P. 

De ces définitions résultent immédiatement les conséquences suivantes: 

Un ensemble contenu dans un ensemble de première catégorie est lui-même 
de première catégorie. Un ensemble contenant un ensemble de deuxième caté- 
gorie est lui-même de deuxième catégorie. 

La réunion d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles de 
première catégorie constitue un ensemble de première catégorie. 

Si Q est de première catégorie dans P, la partie de Q contenue dans une 
portion quelconque P, de P est de première catégorie dans P,. 

Démontrons maintenant que, si Q est de première catégorie dans P, il existe, 
dans toute portion de P, des éléments de P qui ne font pas partie de Q. En 
effet, @ peut être considéré comme la réunion d’une infinité dénombrable d’en- 
sembles non denses Q,, Q,,...Q,,... Donnons-nous un groupe relatif à P, soit 
g,;; dans la portion P, — D(P, g,), nous pouvons, comme Q, est non dense dans 
P, trouver une portion P,, déterminée par un groupe g,, et ne contenant aucun 
élément de Q,; de plus, nous pouvons supposer que l'ordre de g, est égal au 
moins à 2, car si cela n'est pas, nous remplacons P, par une portion de P, déter- 
minée par un groupe d'ordre 2; cela étant, comme Q, est non dense dans P, nous 
pouvons de méme trouver, dans P, une portion P, déterminée par un groupe 
g, d'ordre au moins égal à 3, et ne contenant aucun élément de Q,; en poursui- 
vant lapplication de ce procédé. on determine une série infinie de groupes g,, 
Jos (a. Gn... Qui sont tous relatifs à P, dont chacun est contenu dans le pré- 
cédent, tels que l'ordre de g, est au moins égal à n, et tels que D(P, gn4i) ne 
contient aucun élément de Q,. Il existe un élément contenu dans tous les groupes 
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puisque l'ordre de g, croît indéfiniment avec n; si A est cet élément, A fait 
partie de P puisque tous ces groupes sont relatifs à P; enfin, d’après la propriété 
que gn4i ne contient aucun élément de Q,, À ne fait partie d'aucun Qn, par 
conséquent ne fait pas partie de Q, ce qui démontre la proposition. 

Ce résultat montre que l'ensemble parfait P n'est pas de première caté- 
gorie par rapport à lui-méme; on reconnait en particulier que P n'est pas dénom- 
brable, car un ensemble dénombrable est de premiére catégorie.! 


' On peut démontrer qu'un ensemble parfait de suites a la puissance du continu. 
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“Tl résulte aussi de là que, si Q est de première catégorie dans P, l'ensemble 
P—Q, complémentaire de Q, est de deuxième catégorie. 

Dans certaines questions, nous aurons à considérer un ensemble @, contenu 
dans un ensemble parfait P, et variant avec l'indice n; s'il arrive que, quel que 
soit n, Q, soit de première catégorie, l'ensemble Q formé par la réunion de tous 
les Q, (n—r, 2,...) est aussi de première catégorie. Dans le cas où n <n! en- 
traîne Q, <Q, nous dirons que Q est limite de Q, pour » — o. De même, siona 
un ensemble Q, variable dépendant d'un paramètre o susceptible de prendre toutes 
les valeurs positives, et si o» o' entraîne Q, < Q,, l'ensemble Q de tous les élé- 
ments qui appartiennent à Q, lorsque o est suffisamment petit est appelé ensem- 
ble limite de Q, quand g tend vers o. Si, quel que soit o, Q, est de premiere 
catégorie, il en est de méme de Q. 


CHAPITRE III. 
Les fonetions définies sur les ensembles de suites. 


18. Etant donné un ensemble P de suites, si nous faisons correspondre à 
chaque élément de cet ensemble un nombre réel, nous dirons que l'ensemble de 
ces nombres constitue une fonction définie sur l'ensemble P. Nous nous propo- 
sons, dans ce chapitre, d'étendre aux fonetions nouvelles ainsi définies la plupart 
des notions et des résultats obtenus dans les »Lecons, etc.» et la premiere partie de 
ce travail (chapitres I, TIT, IV) pour les fonctions de n variables. Pour concevoir 
la possibilité de cette extension, il suffit de remarquer que la théorie des fonc- 
tions de n variables a pour base fondamentale la notion de point limite d'une - 
suite de points, notion qui est remplacée, dans la théorie actuelle, par celle d'élé- 
ment-suite limite d'une suite d'éléments-suites. ; 

Considérons un ensemble fermé P de suites; soit f une fonction définie sur 
P, en supposant, pour prendre le cas général, que f puisse recevoir toutes les 
valeurs réelles et les valeurs + ©, — co, en d'autres termes, toutes les valeurs 
de l’ensemble désigné par R' (Première partie, $ 1). Nous dirons que f est con- 
tinue pour l'élément A de P si, A,, A,,...Ay,... étant une suite quelconque d'élé- 
ments de P ayant pour limite A, la suite de nombres: f(A,), f(A2), - - (UA RU 
a pour limite f(A). Si f est continue en chacun des éléments de P, nous dirons 
que f est continue sur P; si Q est un ensemble fermé contenu dans P, il est 
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évident que f est continue sur Q. Une fonction f est limite d'une suite de fonc- 
tions: f, 1, ...fn,... Si, quel que soit l'élément A de l'ensemble fermé P où ces 
fonctions sont définies, on a: lim f,(A) — f(A). 

19. L'ensemble des fonctions continues sur P constitue la classe o de fonc- 
tions. Une fonction f définie sur P est dite de classe «, « étant un nombre ordi- 
nal des classes I ou II, si elle n'appartient pas à une classe d’indice <«, et 
si elle est limite d'une suite de fonctions f,, f,,...fn,... dont chacune appartient 
à une classe <«. En appelant Æ l'ensemble des fonctions de toutes les classes 
marquées par les nombres « des classes I ou IT, le raisonnement du § 1 (Premiere 
partie) s'applique au cas actuel, et montre que H contient toutes ses fonctions 
limites. 

D'ailleurs, on concoit qu'un grand nombre de raisonnements faits pour le cas 
ou lon part d'un ensemble à n dimensions peuvent étre immédiatement trans- 
posés à la théorie actuelle. Nous nous contenterons d’enoncer sans démonstra- 
tion les résultats pour lesquels il est évident que cette transposition ne présente 
aucune difficulté, et nous détaillerons au contraire les démonstrations qui pré- 
sentent des différences sensibles avec les cas étudiés précédemment. C’est ainsi 
qu'on reconnait tout de suite que les raisonnements des $ 2, 3, 4 de la pre- 
miere partie s'appliquent aux fonctions définies sur un ensemble fermé P de 
suites, et permettent d'énoncer les résultats suivants: : 

Une fonction f de classe <«, bornée, peut étre considérée comme la limite 
d'une suite de fonctions de classes <«, f, fs, ... fn, ... chacune d'elles étant com- 
prise entre les mémes limites que f (ou méme entre des limites plus rapprochées 
que celles de f). 

L'étude des fonctions non bornées, pouvant méme recevoir des valeurs infi- 
nies, peut se ramener, par une transformation convenable, à l'étude des fonctions 
bornées. 

La somme ou le produit d'un nombre limité de fonctions de classes « « est 
une fonction de classe <a. Une fonction de classe <a («> o) est la somme d'une 
série, convergente pour chaque élément A de P, et dont les termes sont des 
fonctions de classes « «. 

30. Etant donnée une série dont les termes sont des fonctions définies sur 
l'ensemble fermé P, soit 


(x) Us 5, ce Uns ss 
nous dirons que cette série est uniformément convergente sur P si elle converge 


pour chaque élément et si, quel que soit s» o et quel que soit l’entier h, il y a 
un entier » » À tel que pour tout élément A de P, on a; 
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Je dis que si les w, sont des fonctions de classes <a, la somme f est aussi de 
classe <a; il suffit, pour le voir, de reprendre les raisonnements du § 3 de 
la premiére partie. On montre d'abord que, par un groupement de termes 
consécutifs convenablement effectué, la série (1) peut être remplacée par une 
autre dont les termes, à partir du second, sont moindres en valeur absolue que 
ceux d'une série convergente à termes positifs numériques choisie à l'avance; 
les termes de cette nouvelle série sont de classes < «, comme ceux de la première. 


* 


Tout est ramené à montrer qu'étant donnée une série: 
(x) UT Ug d ba 


dont les termes sont des fonctions de classes <«, et une série à termes positifs 
numériques convergente 


Cho Che be Ce 06 
telle qu’on ait, pour tout élément A de P et quel que soit n: 
lun |< an. 


la somme f de (1) est de classe < «. 


Or, en supposant « >o, uw, peut être considéré comme la limite d'une suite 


Wn 1, 4,2, «Mn py eee 


les Un,» étant de classes <« et tels que: 
310. 
On vérifie alors que la fonction 
fie uie sus cl Mis 


qui est de classe «c, a pour limite f. 


Le raisonnement suppose «0. Le théorème a lieu aussi pour « — o et 
s'énonce ainsi: Une série uniformement convergente de fonctions continues sur un 
ensemble fermé P représente une fonction continue sur P. En effet, supposons que 
les termes w, de (r) soient continus sur P. Soit A un élément de P, soit A,, 
A,,...4,,... une suite d'éléments de P ayant pour limite 4. Donnons-nous un 
nombre positif &; nous pouvons, par hypothése, trouver n tel que, si on pose 
fn == U, + U, + --- + Un, On ait, pour tous les éléments de P: 
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Im—fl<e. 


On a done: 


1/4) f(A <e, IMA—MAI<e. 


La fonction f, est continue en A; donc, quand » dépasse une certaine va- 


leur, on a: 


| fn (A) — fr (4A) ] < Bs 


d'où, en combinant les trois dernières inégalités: 
1/(A4) — f(A)] « 3e. 


Comme & est arbitraire, cela montre que f(.4,) tend vers f(A). Donc f est con- 
tinue sur P. 

Du théoréme général qui vient d'étre démontré sur les séries uniformément 
convergentes résulte l'importante conséquence que voici: 

Pour démontrer qu'une fonction f définie sur un ensemble fermé P est de classe 
<a, il suffit de démontrer que, quel que soit e>o, f diffère de moins de « d'une 
fonction de classe < a. 

21. Pour étudier de plus prés les fonctions des différentes classes définies 
sur les ensembles de suites, nous commencerons par leur étendre les notions de 
maximum, minimum, oscillation, étudiées au commencement du chapitre III de 
la premiére partie. 

Soit P un ensemble quelconque de suites, sur lequel est définie une fonc- 
tion f. Si g est un groupe relatif à P, l'ensemble des valeurs de f aux différents 
éléments de P contenus dans g a une borne supérieure, une borne inférieure, 
une oscillation, que nous désignons respectivement par: 


M (f, Le g), m(f, Iph g); o(f, LE g) 


et l'on a: 
o (f, ID g) — M (f, J£. g)—m(f, Le, g)> 0. 


Si g' est un groupe relatif à P et contenu dans g, on a évidemment: 
M(f, P,g2 M(, P,g) mil, P, g)<m(f, P, g). 


Soit maintenant A un élément de P"; les groupes d'ordre 1, 2,... qui con- 
tiennent A, sont tous relatifs à P; si on désigne par g,, g,,... gn, ... Soit ces 
groupes, soit plus généralement, une suite quelconque de groupes contenant A et 


d'ordres croissants, on a: 


(1) M (f, BR, 9:)= M(f, ID g)2--2Mf(f IP Qn) > ::: 
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La suite de nombres (1) a une limite déterminée, qui ne dépend que de A; 
nous la désignerons par M(f, P, A) et nous dirons que c’est le maximum de f 
sur P en A. 


Si A est un élément appartenant a un groupe g, on a: 
M(f, P,A)<M(f, P, 9). 


On définit de méme le minimum de f en A, soit m(f, P, A), et l’oseillation 
de f en A: 


OR A) Mi UTR DA) m TP RAD: 


Nours dirons que f est continue ou discontinue en A par rapport à P suivant 
que le nombre w(f, P, A) est nul ou positif; cette définition est évidemment 
en accord avec la définition de la continuité donnée pour les ensembles fermés 
au § r8. 


99. Si l'on a, en un élément A de P: 
(1) M (f, P, A) —f(A), 


la fonction f a en A la propriété suivante: quel que soit s 0, il y a un groupe 
contenant A tel que, pour tout élément A’ de P contenu dans ce groupe, on a: 


f(A’) «f(A) +; 


et réciproquement, cette propriété, si elle existe, entraine la condition (1). Nous 
dirons que dans ce cas, f est semi-continue supérieurement en A, si une fonction 
f définie sur un ensemble fermé P possède en chaque élément de P la semi- 
continuité supérieure, nous dirons que f est semi-continue supérieurement sur P. 
La semi-continuité inférieure en À se définit de même par la condition: 


m(f, P, A)=f(A). 


Une fonction qui possède en A les deux semi-continuités est continue en cet 
élément. 

La somme d'un nombre fini de fonctions semi-continues supérieurement en 
A relativement à P posséde aussi la méme propriété. 

Si f est semi-continue supérieurement en A, —f est semi-continue infé- 
rieurement. 

Si f définie sur l'ensemble fermé P est semi-continue supérieurement sur P, 
l'ensemble Q des éléments de P où f>«, « étant un nombre quelconque, est 
fermé. Car, si A est un élément de P limite pour la suite d'éléments de P: 
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A, Ay... An, ... et si on a, quel que soit n: f(4,) >a, on a en A: M(f, P, A) >a, 
et par suite: f(A)=M(f, P, A) a. 

Nous pouvons établir tout de suite qu'une fonction f semi-continue supé- 
rieurement sur un ensemble fermé P, est de classe <1. Il faut pour cela définir 


une suite de fonctions continues sur P: f, f,,...fn,... telle qu’on ait, en tout 
élément A de P: lim f,(4) — f(A). Nous prendrons pour f, la fonction qui, pour 
n= D 


chaque groupe g d’ordre n relatif à P, a en tous les éléments de P contenus 
dans ce groupe, la valeur M(f, P, g); une telle fonction est bien continue en 
chaque élément A de P, car si A, A,,... A... est une suite tendant vers À, 
A, est, pour » assez grand, contenu dans le même groupe d’ordre n que À, et 
lon a alors: fn(A,)=fn(A). D'autre part, on a bien, quel que soit A: lim f1(4)— 


n= © 

Í(A) car en désignant par gn le groupe d'ordre n qui contient A, et tenant 
compte de ce que: f(4) — M(f, P, A), cette égalité se réduit à la suivante: 

lim M(f, P, g,) — M(f, P, A): 

n- o 
laquelle est la définition méme de M(f, P, A). 

En outre, d’après la définition de f,, on a en tout élément A: f(A) > fn41( A), 

de sorte que la suite de fonctions continues f, f,,...fn,... ne va jamais en 
croissant. Réciproquement, soit une suite de fonctions continues fi, fj... fu... 


telle qu'en tout élément A on ait: 
fn(A) > fn ( A). 


Cette suite a nécessairement une limite f; je dis que f est semi-continue supé- 
rieurement. En effet, soit A un élément, soit ¢>0; on peut trouver p entier 
tel que: 

fp(A) < f(A) + 8. 


Comme f, est continue, on peut trouver un groupe g contenant A tel que, pour 


tout élément A’ de g contenu dans g, on ait: 


fp(A’) < fp(A) Sp SS 


On a alors: 
f(A) € fp(4') < fp(A) ap OS f(A) + 26. 


La condition f(A')<f(A) -- 27 indique que f est semi-continue supérieurement.! 
jue q p 





! Le résultat peut s'énoncer ainsi: La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc- 
tion définie sur un ensemble fermé P soit représentable par une série à termes continus et tous 
négatifs à partir d'un certain rang est qu'elle soit semi-continue supérieurement. Cf. R. Barre, 
Sur les séries à termes continus et tous de méme signe, Bulletin de la Société Math. 1904 
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Le raisonnement s'applique en particulier à des fonctions que nous rencon- 
trerons à plusieurs reprises, et qui seront définies comme il suit. A chaque 
groupe g relatif à un ensemble fermé P est attaché un nombre q(g), tel que si 
g est contenu dans g, on a: 4(g')<q(g); la valeur de la fonction f en chaque 
élément A de P est la limite pour » — ce de Y(gn), gn étant le groupe d'ordre n 
qui contient A. On reconnait qu'une telle fonction est limite de la fonction 
continue f, égale en tous les éléments de P d'un groupe g d'ordre n à q(g), la 
limite étant toujours atteinte par valeurs non croissantes. Donc f est semi-con- 
tinue supérieurement. 

33. Reprenons le: cas d'une fonction f quelconque définie sur un ensemble 
quelconque P; nous avons attaché (8 21), à chaque groupe g relatif à P, le nom- 
bre M(f, P, g), borne supérieure des valeurs de f aux différents éléments de P 
contenus dans g, et nous avons défini, en chaque élément A de P*", le nombre 
M(f, P, A), limite de M(f, P, g), quand g est un groupe contenant A dont 
l'ordre croît indéfiniment. Si nous considérons la fonction y définie en chaque 
élément A de P" par la condition d'être égale à M(f, P, A), p rentre dans la 
catégorie de fonctions définie au $ précédent: done q est semi-continue superieurement. 

De méme, v/—:n(f, P, A) est semi-continue infériewrement. 

La fonction «o —g-—w, somme de q et —w, est semi-continue supérieure- 
ment. Il en résulte que l'ensemble des éléments de P" où l'on a: w(f) > 6, o étant 
positif, est fermé. 

24. Considérons maintenant une fonction f définie en tous les éléments 
d'un ensemble parfait P. En chaque élément de P existe une valeur pour l'oscilla- 
tion w(f), qui définit le degré de discontinuité de f en cet élément. Nous distin- 
guerons les fonctions f en deux sortes. 

1? Quel que soit 6 » o, l'ensemble des éléments où w>o est non dense dans 
P. Alors l'ensemble des éléments de discontinuité est de premiére catégorie: dans 
toute portion de P existent des points de continuité pour f; w(f) a son minimum 
nul en tout élément, et dans toute portion. On dit que f est ponctuellement dis- 
continue sur P. 

2° Si non, il existe une portion P, de P et un nombre positif o tel qu'en 
tout élément'de P,, on a w(f)>o. Nous dirons que f est totalement discontinue. 

D'aprés ces définitions, pour que f soit ponctuellement discontinue, il faut 
et il suffit que w(f) ait son minimum nul en tout élément. Une fonction continue 
rentre dans la catégorie des fonctions ponctuellement discontinues. 

25. Theoreme I. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
définie sur un ensemble fermé P soit de classe <1 est qu elle soit ponctuellement dis- 


continue sur tout ensemble parfait contenu dans P. 
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Nous nous contenterons, pour la demonstration de ce théoréme, de consi- 
derer des fonctions bornées, extension du résultat au cas général se faisant 
exactement comme pour le cas des fonctions de n variables (Premiere partie, 
§ 13, et Lecons sur les fonctions discontinues). 

Pour montrer que la condition est nécessaire, je vais démontrer qu'il y a 
contradiction à admettre l'existence d'un ensemble parfait H sur lequel on aurait 
une suite de fonctions continues f, f.,...fn,... tendant vers une fonction f(f,, 
fa»: fm... étant bornées), le minimum de l’oscillation de f aux différents élé- 
ments de H étant positif. 

Soit en effet 24 un nombre positif inférieur à ce minimum: dans toute por- 
tion H' de H, on a: 


(1) of, H*) » 24. 


Soit « un nombre positif inférieur à 4; posons: 


(2) À-—u 4e. 


Soit enfin p un entier positif. 

Partons d'une portion H' quelconque de A, déterminée par un groupe g'; 
soit A, un élément de H'. Comme f,(4,) tend, pour n=, vers f(4,), on peut 
prendre «> p tel que: 


(3) | fa(4o) —f(4o)| < e. 


La fonction f, est continue sur H; on peut donc trouver un groupe g, conte- 
nant A,, contenu dans g', tel que si A est un élément queleonque de la portion 
H, de H déterminée par g,, on ait: 


(4) | fa(A) — fa(4,)] <e. 


D'après (1), l’ensemble des valeurs de f aux différents éléments de H, a 
une oscillation supérieure à 24; il y a donc, dans cette portion (Leçons sur les 
fonctions discontinues, p. 80), un élément A, tel que: 





(5) IA) —(A)| » 4 =" + 48: 
On peut ensuite trouver 9 p tel que: 
(6) 1/a(4:,) — f(A,)] € €, 


et enfin, à cause de la continuité de /;, on peut trouver un groupe g, contenant 
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A,, contenu dans g,, tel que si A est un élément quelconque de la portion H, 
déterminée par g,, on ait: 


(7) 1/2 CA) — fe(A,) | <e. 


Comme H, fait partie de H,, pour tout élément A de H, on a, en combinant (3), 


(4). (5). (6), (7): 
(8) lfe(4) — fa(A) | 5 u 


et par suite: 
(9) olfp+ı(4), fp+2(A), Salt: 


En résumé, p étant donné, toute portsn Z/' de H contient une portion 
dont tous les éléments satisfont à (9): c'est dire que l'ensemble X, des éléments de 
H qui ne satisfont pas à (9) est non dense dans H; l’ensemble K, limite de X, 
quand on donne à p successivement toutes les valeurs entiéres r, 2,..., est de 
premiere catégorie; il y a done des éléments qui ne font pas partie de K; un tel 
élément, soit A, satisfait à (9), quel que soit p, ce qui contredit l'hypothése que 
fn (A) a une limite finie. 

26. ll reste à montrer que la condition du théorème I est suffisante. D’après 
la conclusion du $ 20, il suffit pour cela de faire voir que si f est une fonction 
définie sur l’ensemble fermé P, ponctuellement discontinue sur tout ensemble 
parfait, étant donné 6 0, il est possible de définir sur P une fonction F diffé- 
rant de f de moins de o, et qui soit de classe <1. Nous raménerons d'autre 
part la construction d'une suite de fonctions continues f, f,,.../n,... tendant 
vers P au probléme suivant: Attacher à chaque groupe g relatif à P un nombre 
pig), de telle manière que si A est un élément de P, et si g, est le groupe 
d'ordre n qui contient A, on ait: lim q(g,;) — F(A). Si en effet on suppose ce 


n = c 

problème résolu, et si on appelle f, la fonction qui, pour tous les éléments de 
P contenus dans un méme groupe d'ordre n, soit g, a la valeur (g). on recon- 
naît que f, est continue et a pour limite 7. Ainsi tout revient à définir la fonc- 
tion F et les nombres g(g) de manière à vérifier les conditions précédentes. 

Définissons des ensembles P, correspondant aux différents nombres ordinaux 
<2 comme il suit: 

nU JP NE 

2° Si « est de première espèce, P, est l'ensemble des éléments A de l'en- 


semble parfait P? , pour lesquels: 


a 
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D'après l'hypothèse que f est ponctuellement discontinue sur tout ensemble par- 

fait, si P? 
(—1 


3° Si « est de deuxième espèce, P, est l'ensemble des éléments communs, 


existe, P, est non dense dans P? ,, done P, < Pa. 
aux ensembles dont lindice est inférieur à a. 

Les ensembles P, sont ainsi parfaitement définis; ils satisfont évidemment 
aux conditions du $ r4, v compris les conditions complémentaires 1° et 2°. On 
a donc, en désignant par Po l’ensemble commun à tous les P,: 


P=3(P,— Py) + Po y <Q 


et Po est parfait ou nul. 
Mais je dis que Po ne peut pas exister, car pour un certain nombre jj < 2 


on a: 


P Le 


Or, nous avons vu plus haut que P; o entraine P34; < P3. Ainsi Po — o et l'on a: 





P=>3(P,— Pu) (== Oh Ue By ene 


On a d'autre part, pour une valeur déterminée quelconque de 7: 


P,— Pyar — (P,— P2) + (P2— Pras) 


— ¥( Pr td 0 
—S(P;— Prt) + POP, 
En resume, tout element A de P fait partie, ou bien d'un ensemble P" — P'*+!, 
ou bien d'un ensemble P?— P,,,, et cela d'une manière bien déterminée. 
En un element A qui fait partie d'un ensemble P!— P"*!, posons: F(A)=f(A). 
En un élément A qui fait partie d'un ensemble P?— P.,, posons: F(4)— 


m(f, P?, A). Comme on a, en cet élément: w(f, P?, A) « o, il en résulte: 


I/(A) — F(A)| « o. 


Cette inégalité a done lieu pour tous les éléments de P. 

Soit maintenant g un groupe relatif à P; nous allons définir y (g). Pour cela, 
désignons par Q; (y « 2, y < 9) l'ensemble des éléments de P? contenus dans g.' 
Les ensembles © sont des ensembles fermés ordonnés comme les ensembles P 
correspondants; convenons de dire que l'ensemble Q,,, a pour suivant immédiat 





1 On reconnait facilement que Q, „= Q5, ce qui n'a pas lieu nécessairement dans le cas 
D 7 


des ensembles de points a n dimensions. 
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l'ensemble Q),.41 si v« 2, l'ensemble Q,41,0 si » — 2; il est évident que si un 
ensemble est nul, son suivant l’est aussi. 

Parmi les ensembles Q., qui ne sont pas nuls, il n'y en a pas nécessaire- 
ment un dont le suivant soit nul; il y a d'ailleurs au plus un ensemble remplis- 
sant cette condition. Si cela a lieu, soit Q;,; cet ensemble, qui contient effec- 
tivement des éléments, tandis que son suivant n'en contient pas. Nous poserons: 


D 


q(g) — mf, Qn, x) 


Si cela n'a pas lieu, nous prendrons pour @(g) un nombre quelconque, par 
exemple une valeur constante choisie une fois pour toutes à l'avance. 

Démontrons que la fonction F et les nombres q(g) satisfont aux conditions 
requises. Pour cela, soit A un élément de P; distinguons deux cas: 

1° A fait partie d'un ensemble PP A est isolé dans Be, nous pouvons 
déterminer un groupe $' contenant A et ne contenant aucun autre élément de 
P"; si gn est le groupe d'ordre n contenant A, g, est, pour n assez grand, con- 
tenu dans g', g, contient alors un seul élément de I à savoir A; de sorte que, 
pour gp, Q,, existe et se réduit à A, l'ensemble suivant Q,,,41 est nul. On a 


alors: 
(Gn) = m(f, Oy, v) = f(A) =F (A). 


La condition cherchée est done obtenue. 


2° A fait partie d'un ensemble P?— P_,,. On a posé: 


F(A) =m(f, P2, A). 


La fonction m(f, P2, A), considérée sur l'ensemble parfait P*, est semi-continue 
4 4 
inférieurement; si on se donne e» 0, on peut trouver un groupe g contenant A 


o0 


tel qu'en tout élément A' de ? contenu dans g, on ait: 





m(f, = A)>m(f, RE A) 


£ 
€. 


On peut, d'autre part, remplacer, s'il y a lieu, g par un groupe g contenant A, 
contenu dans g et ne contenant aucun élément de P,4:, puisque À ne fait pas 
partie de l'ensemble fermé P,+1. 

Cela étant, si g, contenant A est contenu dans g', l'ensemble Q,,o relatif à 
Jn existe et contient A, tandis que l'ensemble suivant Q,41,0 est nul. On a done, 


pour n assez grand, 


q(ga) — m(f, Q,,0) » 
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et ce nombre est compris entre les nombres m(f, P?, A) et m(f, P®, A) — e, c'est- 
4 4 


à-dire entre F(A) et F(A) —«. Done la condition requise est encore réalisée. 
Le théoréme I est ainsi démontré. 


or 


27. Il résulte de ce théorème que si une fonction définie sur un ensemble 
fermé n’est pas de classe <1, il existe un ensemble parfait H et un nombre 
positif 4 tel qu'en tout point de H, l'oscillation de f par rapport à H est >4. 

Par suite, pour montrer qu'une fonction définie sur un ensemble fermé P est 
de classe <1, il suffit de montrer que si H est un ensemble parfait quelconque 
contenu dans P, il y a une portion H, de H sur laquelle f est de classe « 1. 

Soient les deux fonctions: f, définie sur un ensemble fermé P, et de classe 
<1, f, définie sur un ensemble fermé P, et de classe <1; la fonction f définie 
sur l'ensemble fermé M(P,, P,) par la condition d’être égale à f, pour tout élé- 
ment de P,, et à f, pour tout élément de P, n'appartenant pas à P,, sera dite 
obtenue par la superposition de f, à f,. Je dis que f est de classe <1; en effet, 
soit H un ensemble parfait quelconque contenu dans M(P,, P,); posons: H, = 
D(H, P,); si H, coincide avec H, f est identique sur H à f, et est de classe <1; 
sinon, il y a une portion K de H qui ne centient aucun élément de H,, par suite 
de P,; sur cette portion K, f est identique à f,, donc est de classe <r. 

Le résultat s'étend immédiatement au cas de p fonctions superposées. 

28. Comme dans le cas des fonctions de n variables réelles, il y a lieu de 
considérer une fonetion définie sur un ensemble quelconque P, et de rechercher à 
quelles conditions il est possible d'achever la définition de f aux éléments de 
P?— P, de manière à avoir une fonction qui soit de classe o ou ı sur l'en- 
semble fermé P". L'extension des méthodes employées au § 18 de la pre- 
miére partie ne présente aucune difficulté. Etant donnée une fonction f définie 
partiellement sur un ensemble parfait H, c'est-à-dire définie seulement aux élé- 
ments d'un ensemble K contenu dans ZH, il y a, en chaque élément A de K*, 
une valeur déterminée pour l'oscillation o(f, H, A) de f relativement à H. Si 
l'ensemble des éléments pour lesquels cette oscillation est > 6, o étant un nombre 
positif quelconque, est non dense dans H, nous dirons que f est ponctuellement dis- 
continue sur H; dans le cas contraire, f sera totalement discontinue. Cela étant, 
on démontrera, comme dans la premiére partie, que: pour que f définie sur P quel- 
conque soit de classe <1, il faut et il suffit que f soit ponctuellement discontinue 
sur tout ensemble parfait contenu dans P. 

29. Nous allons maintenant étendre aux ensembles de suites Ja theorie qui 
fait l'objet du chapitre IV de la premiere partie. 

Soit f une fonction définie sur un ensemble parfait P. Les nombres 4 tels 
que l’ensemble des éléments de P où f» est de première catégorie dans P ont 
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une borne inférieure, soit M'(f, P); l'ensemble des éléments où f > M'(f, P)—e 
(70) est de deuxième catégorie dans P, tandis que l'ensemble des éléments où 
] » M'(f, P) + est de première catégorie, ainsi par suite que l'ensemble des élé- 
ments où {> M'(f, P), qui est limite du précédent quand & tend vers o. Il y a 
de méme un nombre déterminé m'(f, P) tel que l'ensemble des éléments où f < 
m'(f, P) -- (e>o) est de deuxième catégorie, tandis que l'ensemble des éléments 
où f « m'(f, P) est de premiere catégorie. 


On a évidemment: 
M'(-P)ys M(f, P) m(f.Pym(f, P). 


Je dis que M'(f, P) ? m'(f, P). En effet, l'ensemble des éléments où f> M! 
étant de première catégorie, l'ensemble des éléments où f< M', qui est son com- 
plementaire, est de deuxième catégorie, d’où résulte que M' est au moins égal 
à m. 

Nous poserons: 

o'(f, P) = M'(f, P) —m'(f. P) » o. 


Tl est évident que, si Q est un ensemble de premiére catégorie dans P, 
on peut faire complétement abstraction des valeurs de f aux éléments de Q dans 
la définition des nombres M'(f, P), m'(f, P), w'(f, P). 

Si P, est une portion de P, comme tout ensemble de premiére catégorie 
dans P est tel que la partie de cet ensemble contenue dans P, est de premiere 
catégorie dans P,, on en déduit que: 


M'(f, P.) X M'(f, P, m(f, P)2 m(f, P, w(f, P)<o(f, P). 


30. Dans les mémes conditions, soit 4 un élément de P; en désignant par 
P, la portion de P déterminée par le groupe g, d'ordre n contenant A, on voit 
que, quand » augmente, M'(f, P„) que nous écrirons aussi M'(f, P, gn) ne peut 
croître; done ce nombre a, pour n—~, une limite, que je désigne par M'(f, P, A). 
Soit p'(A) la fonction égale, en tout élément de À, à M'(f, P, A); la fonction 
q' est obtenue dans les conditions du § z2: elle est done semi-continue supérieure- 
ment. 

Je dis que l’ensemble H des éléments où f > q'! est de première catégorie. En 
effet, soit g un groupe relatif à P; lensemble des éléments de P contenus dans 
g ou f» M'(f, P, g) est de premiere catégorie dans P; soit K(g) cet ensemble. 
En considérant tous les groupes g relatifs à P (en nombre infini dénombrable), et 
désignant par K la réunion des ensembles K (g), K est de première catégorie. 
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Il est évident que tout élément de K fait partie de H; je dis que réciproque- 
ment tout élément A de H fait partie de K; en effet, on a, en A: 


1(4) > g'(4)— M'(f, P, A); 
on peut trouver e>o tel que: 
f(4)> p'(4)+ 6; 
on peut d'autre part trouver un groupe g contenant A tel qu'on ait: 


M'(f, P,g) < g'(4) + e 
on a done: 


(4) > M'(f, Pg); 


done A fait partie de K(g) et par suite de X. Ainsi l'ensemble H des éléments 
où {> ¢', est identique à K, et par suite de première catégorie. 

On définit d’une manière analogue en chaque élément À la fonction semi- 
continue inférieurement w'(A)=m/!(f,P,A); c'est la limite de m'(f, P.g„) pour 
n—®, g, étant le groupe d'ordre » contenant A. L'ensemble des éléments où f<W 
est de première catégorie. 

La fonction w'(f, P, A) — q! — W >0 est semi-continue supérieurement. 

Si une fonction f définie sur P parfait satisfait, en tout élément À de P, 
à la condition: 


m (w! (f)) — o, 


quel que soit 6 7» o, l'ensemble fermé des éléments où w! (f) > 6, est non dense dans 
P, done l’ensemble des éléments où o'--q'— W>o est de première catégorie. 
En désignant par 11 la réunion des trois ensembles d'éléments, tous de premiere 


catégorie, pour lesquels on a l'une des inégalités: 
RE pe TUE q'»w, 
on voit qu'on a, en tout élément A de P — II: 


f<¢', j= y, gp! = y, 
d’où: 


Î = p == y. 


D’après les propriétés de semi-continuité appartenant à g' et W', on voit que 
fa en A la propriété suivante: Quel que soit s» 0, il y a un groupe g contenant 
A tel que si A’ est un élément quelconque de P — II contenu dans g, on a: 
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f(A)—e«f(A') « f (A) +. 


On exprimera cette propriété en disant que f est, en A, continue par rapport à 
P — II. 

On voit aussi quwil existe une fonction de classe <1 telle que f wen diffère 
qu'aux éléments d'un ensemble de première catégorie. 

31. Je dis que la condition m (o (f)) — o se conserve à la limite, c'est-à-dire 
que si une suite de fonctions f, f; ...f,,... définies sur P parfait a une limite f 
et si on a, quel que soit à: m(w'(f;)) =o en tout élément de P, on a aussi 
m(c' (f) —o en tout élément de P. Je vais montrer pour cela qu'il y a con- 
tradiction à admettre que la fonction w'(f) relative à P ait son minimum positif. 
(Je suppose la fonction f bornée.) 

Soit 24 un nombre positif inférieur à ce minimum; dans toute portion P' 
de P, on a: 


(x) M'(f, P') — m (f, P') > 24. 

Soit 4 un nombre positif inférieur à 4; posons: 

(2) D LUE; 

Désignons par II; l'ensemble des éléments de P où l'on n'a pas: 
fi = p'(f) = v (2. 


Soit II — M (II, 11, ... II,,...). L'ensemble IT est de premiere catégorie dans 
P, et en tout élément A de P — II, quel que soit 7, f; est continue par rapport 
à P — II. 

Soit p un entier. Partons d'une portion P' quelconque de P, déterminée 
par un groupe g'; soit A, un élément de P— II contenu dans P'. Comme 
lim f, (4,) —f(A,), il y a «» p tel que: 


(3) | fa (40) — f (A91 «s. 


f, est continue en A, par rapport à P — II. On peut done trouver un groupe 
yg, contenant A,, contenu dans g', tel que si A est un élément quelconque de 


P — II contenu dans g,, on a: 
(4) | fa (4) —fa(Aa) |<. 


L’ensemble des valeurs de f aux différents éléments de P— II contenus dans g, 
a des bornes supérieure et inférieure entre lesquelles, d'après une remarque du 
$ 29, se trouvent compris les nombres M'(/,P,g,) et m' (f, P,g,), dont la diffé- 
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rence surpasse 24, d'après (1); done l’oseillation de cet ensemble de valeurs sur- 
passe 22. Il y a done certainement un élément A, de P — II contenu dans g, 
tel que: 


(5) 1/(A4)) — f(4)| » 4 — t 4€ 
On peut trouver p p tel que: 


(6) 1/5(4) —f(A)| « e. 


et enfin, à cause de la continuité de f; en A, par rapport à P — II, on peut 
trouver un groupe g, contenant A,, contenu dans g, et tel que si A est un élé- 
ment quelconque de P— II contenu dans g,, on a: 


(7) 1/a (4) — fa(A,)] « e. 


A satisfait aussi alors à (4), et les inégalités (3), (4), (5), (6), (7) donnent, pour 
tout élément A de P— II contenu dans g,: 


(8) Oa os D ee (A) EMAIL 


Ainsi, p étant donné, toute portion P' de P contient une portion dont tous les 
éléments, s'ils n'appartiennent pas à II, satisfont à (8), c'est-à-dire que l'ensemble 
K, des éléments ne satisfaisant pas à (8) ne contient, outre des éléments de II, 
qu'un ensemble non dense; done K, est de premiere catégorie, et il en est de méme 
de K—M(K,,K,,...). Il y a des éléments non contenus dans K; un tel élé- 
ment, soit A, satisfait à (8), quel que soit p, ce qui contredit le fait que f, (A4) a 
une limite finie. 

Il est ainsi démontré que la condition m(w'(f)) = o se conserve à la limite. 
Cette propriété, évidemment vérifiée par les fonctions de classe o, appartient donc 
à toutes les fonctions de l'ensemble E. 


CHAPITRE IV. 


Relations entre les ensembles de points et les ensembles de suites. 


33. Les deux derniers chapitres ont mis en évidence l'analogie profonde 
qui existe entre les deux notions d'ensemble de points dans lespace à n dimen- 
sions et d'ensemble de suites d'entiers; cette analogie résulte entiérement, comme 


nous l'avons indiqué au début, de ce que, dans l'une et l'autre théorie, les ques- 
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tions traitées sont des conséquences plus ou moins lointaines de la seule notion 
fondamentale de limite. Rappelons à ce sujet que, en restant dans le cas des 
ensembles à n dimensions, une premiere généralisation avait consisté à étendre 
aux ensembles parfaits quelconques les résultats établis d’abord dans le cas des 
ensembles continus. ! 

Il est utile maintenant de signaler quelques différences entre les trois notions 
d'ensemble continu, d'ensemble parfait non continu, et d'ensemble de suites d'entiers. 

33. Prenons, comme type d'ensemble continu, le segment linéaire (o, 1); il 
est impossible de partager cet ensemble en deux ensembles fermés; car, si P et Q 
sont deux ensembles fermés sans point commun, on démontre? que la distance 
d'un point de P à un point de Q ne descend pas au dessous d’un certain nombre 
positif «; si A appartient à P, B à Q, il est impossible de trouver entre A et 5 
des points intermédiaires ©, C,,... C;, appartenant tous à P ou Q et tels que, 
dans l’ensemble (4, C,, C,,... C5, B), la distance de deux points consécutifs soit 
inférieure à «; tandis que si A et B appartiennent au segment (o, 1), il est 
possible de trouver un nombre fini de points appartenant au segment et remplis- 
sant cette condition: done il ne peut y avoir identité entre le segment et l'en- 
semble P + Q.? 

Au contraire, un ensemble parfait linéaire non dense dans le continu peut 
étre partagé en deux ou en un nombre fini quelconque d'ensembles parfaits; cela 
résulte, par exemple, de l'étude faite aux $ 1 et 2. 

Ce caractère appartient aussi aux ensembles de suites d'entiers, d’après les 
définitions du Chapitre II. Car, si P est un ensemble parfait de suites, pour 7 
assez grand, les groupes d'ordre n relatifs à P sont en nombre au moins égal à 
2; soient g,g,... ces groupes; les ensembles D(P,g), D(P,g),... sont parfaits, 
n'ont deux à deux aucun élément commun, et leur réunion constitue l'ensemble P. 

34. On voit en outre que, si g,g,... sont en nombre infini (nécessaire- 
ment dénombrable), P se trouve décomposé en une infinité d'ensembles parfaits, 
SIL Der one: 

De plus, la réunion d’un ensemble quelconque d’ensembles pris parmi 
P,,P,,...P»,... constitue un ensemble parfait (et par suite fermé). 

Enfin, ce procédé de décomposition d'un ensemble fermé de suites en une 
infinité d'ensembles partiels tous fermés peut se poursuivre indéfiniment, du moins 
pour certains ensembles. C'est ainsi, par exemple, que l'ensemble fondamental 








! ef. Leçons sur les fonctions discontinues, chapitre IV. 

? ef. par ex, Jordan, Cours d'Analyse. 

> On sait que les ensembles continus qui sont dans les mêmes conditions que le segment 
(0,1) dans cette étude sont dits d'un seul tenant. 
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des suites d’entiers (§ 7), qui est parfait, se décompose en une infinité denom- 
brable d’ensembles partiels qui sont parfaits, a savoir les groupes du premier 


ordre (1), (2),.... chacun d'eux se décompose également à son tour en une in- 
finité d'ensembles parfaits, qui sont les groupes du second ordre, etc.... Tout 
élément-suite est déterminé par les groupes partiels d'ordre 1,2,...n,... qui le 
contiennent. 


35. Signalons encore ce fait que, dans la division d’un ensemble de suites 
en ensembles partiels (en nombre fini ou infini) du même ordre, la désignation 
de ces ensembles partiels par des indices sert uniquement à rappeler que ces 
ensembles partiels sont pensés comme différents entre eux, et par conséquent 
l'attribution de ces indices peut être faite d'une manière complètement arbi- 
traire: il n'y a pas lieu de considérer ces ensembles partiels comme rangés dans 
un ordre déterminé, Cela crée une différence caractéristique entre les ensembles 
de suites et les continus à 1 ou n dimensions, qui sont, comme on sait, des en- 
sembles simplement ordonnés ou n fois ordonnes. 

On peut dire, en résumé, que les ensembles de suites, tels que nous les 
avons construits, possédent les attributs du continu, en ce qui concerne la notion 
de limite, et seulement en ce qui concerne cette notion. La notion d’ordre re- 
latif, qui est fondamentale dans les questions relatives aux continus (à 1,2...” 
dimensions), et d’où dérivent en particulier les notions de cheminement, de con- 
nexion, n'existe pas dans les ensembles de suites. 

On est ainsi conduit à considérer les ensembles de suites comme des en- 
sembles à o dimension; nous appellerons espace à o dimension l’ensemble fonda- 
mental G, de toutes les suites; lowte suite sera un point de cet espace. 

36. Montrons maintenant que cette théorie est utile au. point de vue de 
l'étude des fonctions définies sur un ensemble de points. Pour cela, rappelons 
quelques résultats du chapitre V de la premiére partie. Etant donné une fonc- 
tion f définie sur un ensemble fermé P,, et satisfaisant, sur tout ensemble par- 
fait, à la condition m (w'(f)) — o, nous avons été conduits à considérer ($ 29) cer- 
tains ensembles P,, P,,...Pn,... dont chacun se compose d'une infinité dé- 
nombrable d'ensembles fermés, et tels que, sur chacun des ensembles dont se 
compose P,, f est identique à une certaine fonction de classe <1, sauf aux 
points qui appartiennent à P,„+1; de plus, il peut y avoir des points appartenant 
à tous les P,, on désigne leur ensemble par P,. Il est assez naturel de dire, 
dans ces conditions, que la fonction f se réduit à des éléments connus, sauf aux 
points de P,, et l'on est alors amené à chercher des conditions auxquelles 
satisfont les valeurs de f sur P,; la théorie précédente va nous permettre de 
donner une premiére réponse à cette question. 
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Pour fixer les idées, prenons le cas étudié au $ 35 (Premiere partie), où P, 
se compose des points irrationnels du segment (o, 1) pour lesquels le quotient 
incomplet de rang n croît indéfiniment avec n. Il existe, comme on l’a vu au 
$ 5 (Deuxième partie), une correspondance biunivoque entre P,, et l’ensemble 


fondamental des suites d'entiers (7,,7,,...%,,...), ensemble que je désigne par 
G,; et, d’après les résultats de ce paragraphe, si A,, 4,,...4,,..., A, sont des 


éléments de G,, ayant pour correspondants dans P, des points B,, B,,... Bas: : : , 
DB, la condition: lim 4, — A entraîne: lim B,—B (la réciproque n’etant pas 
vraie). 

Cela posé, f étant une fonction définie sur le segment (o, 1), que nous dé- 
signons par P,, considérons la fonction gy définie sur G, par la condition d'avoir, 
en tout élément de G,, la valeur de f au point correspondant de P,. Si f est 
continue sur P,, «y est continue sur G,, car, en conservant les notations précé- 
dentes pour les éléments de G, et les points correspondants de P,, de: lim 4,—A 
résulte: lim 5, — B, par suite, en vertu de la continuité de f: lim /(5,)—/f (B), 
ce qui s’écrit: lim (.4,) — (A); cette dernière condition exprime, comme À est 
arbitraire, que y» est continue sur G,. 


D'autre part, si f,, f:s...fn, ... et f sont des fonctions définies sur P, et 
telles que lim f, — f, les fonctions q,,(,,... (5... et q, définies sur G, par la 
condition de correspondre à f,,f,,...fn,...,f comme f correspond à y dans la 


question précédente, sont évidemment telles que lim y, — q. 

On déduit immédiatement de l'ensemble de ces deux propositions que si f 
est une fonction de classe <«, la fonction y correspondante est de classe <« 
sur G,. Cela est vrai pour ¢ =o, d’après la première proposition; en admettant 
le fait pour tous les nombres inférieurs à un nombre « » 0, et supposant f de 
classe <a, f est la limite d'une suite f,,f,...fn,..., f, étant de classe «<a; 
les fonctions correspondantes ®,,4,...{n,... définies sur G, sont de classes au 
plus égales respectivement à «,,€,....c,,..., et comme elles tendent vers 4, @ 
est de classe <a. 

En particulier, on voit que, f appartenant à l'ensemble E, y appartient 
sur G, à l'ensemble Æ, et par conséquent satisfait, sur tout ensemble parfait 
de suites contenu dans G,, à la condition fondamentale m[w'(g)]—o. Nous 
avons done ainsi des conditions auxquelles satisfont les valeurs de f aux points 
de P,. 

37. Nous allons maintenant montrer qu'on peut aller plus loin, et ramener 
complétement l'étude des fonctions des différentes classes « définies sur des en- 
sembles de points à n dimensions (» > 1) à l'étude analogue sur des ensembles 


de suites, ou comme nous dirons, sur des ensembles à o dimension, cela dans 
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l'hypothèse «>2. Nous étudierons d'abord, dans ce but, quelques questions 
preliminaires. 

Dans ce qui suit, nous considerons deux ensembles P et Q, dont chacun 
peut être, soit un ensemble de points, soit un ensemble de suites; grâce à la 
convention de langage précédemment faite, nous pouvons nous contenter de dire 
que chacun d’eux est un ensemble de points dans un espace à n dimensions, n 
étant un entier positif ow nul. Les nombres n et n! relatifs à P et Q peuvent 
étre ou non différents. 

38. Supposons qu'il existe entre les points de P et ceux de Q une corres- 
pondance biunivoque et réciproque, et telle que, A,, 4,,... 45, ... et A étant des 
points de P, B,. B,,...B,,... et B étant les points de Q qui leur correspondent 
respectivement, l'une quelconque des deux conditions: lim 4, — À, lim B, — B, 
entraine l'autre. Nous dirons alors que cette correspondance entre P et Q est 
bicontinue, et constitue une application de P sur Q. 

Déduisons de cette définition deux conséquences. 

P et Q étant applicables l'un sur l'autre, si P, est une partie de P, et si 
Q, est l'ensemble des points de Q correspondants à ceux de P,, la correspondance 
qui applique P sur Q applique P, sur Q,. En effet, avec les notations précé- 
dentes, si les A, et A appartiennent à P,, les 5, et B appartiennent à Q,, et 
réciproquement; les conditions: lim A, — À, lim 5, — B étant équivalentes, il en 
résulte que la correspondance entre P, et Q, est une application. 

Si P et Q sont applicables, et si P est dense en lui-méme, Q est aussi dense 
en lui-méme. En effet, soit B un point queleonque de Q; B a dans P un 
correspondant 4; comme P est dense en lui-méme, A est limite d'une suite de 
points de P distincts de A: A,, A,,...An,...; ces points ont dans Q des corres- 
pondants B,, B,,...B,,... distincts de B, et l'on a lim 5,— B; cela exprime, 
comme B est queleonque dans Q, que Q est dense en lui-méme. 

39. Nous aurons un premier exemple d'application en interprétant les ré- 
sultats du $ !; on reconnait en effet que l'ensemble parfait linéaire non dense 
qui y est désigné par P est applicable sur l'ensemble des suites: &,, &,,...@n,... 
pour lesquelles chaque nombre a; est égal à r ou 2. Nous avons donc là une 
application entre deux ensembles situés, l'un dans G,, l'autre dans G,. Ces en- 
sembles sont tous deux parfaits, et par suite fermés; l'exemple suivant fera voir 
que, de deux ensembles applicables, l'un peut étre fermé sans que l'autre le soit. 

Soit n>1. Je vais démontrer que l'ensemble H, des points de G, dont les 
n coordonnées sont irrationnelles est applicable sur @,. 

Considérons d'abord le cas de » — r. Rappelons que tout nombre irration- 
nel x est de la forme: 
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x =a, + —————. 


a, est un entier positif, nul, ou négatif, les nombres a,,a,,... sont des entiers 
positifs; établissons tout d’abord une correspondance biunivoque et réciproque 
entre les valeurs que prend a,, qui forment un ensemble dénombrable, et les 
entiers positifs; nous désignerons par a’, la variable qui, par ce procédé, corres- 
pond à a,; un nombre irrationnel x détermine alors une suite: (a',,a@,, a, . . .), 
dont chaque terme est un entier positif; et réciproquement une telle suite définit 
un nombre irrationnel x. On a ainsi, entre H, et. G,, une correspondance biuni- 
voque et réciproque; cette correspondance est bicontinue, car, pour qu'un nombre 
irrationnel variable avec l'indice p, soit v,, v,,...v,,... tende vers un nombre 
irrationnel fixe x,, il faut et il suffit que les nombres a,,0,,0,,... a5, correspon- 
dants à x,. deviennent, pour p assez grand, égaux aux nombres analogues rela- 
tifs à x,, cela quel que soit h donné à l'avance; or, cette condition est évidem- 
ment remplie ou non en méme temps que la condition analogue obtenue en 
substituant à a, la variable a',; done il faut et il suffit, pour que x, tende vers 
x,, que la suite (a',,@,,@,,...) correspondante à x,, tende vers la suite analogue 
correspondante à x,; or, aux notations prés, il y a identité entre l'ensemble des 
suites (a',,4,,a,,...) et l'ensemble G,; done il y a application de H, sur G,. 

Soit maintenant » 1. Designons par z,y,...z, les coordonnées courantes 
dans G,. Aux n coordonnées d'un point A de H,, qui sont irrationnelles, corres- 
pondent, d'aprés la loi précédente, des suites d'entiers positifs: 


(Crip n rtr ety Brera) 
(1) (TRES) 
(rence Ci ) 
Considérons alors la suite: 
(2) (reus RÉCEMMENT 00 COSTOS 


Cette suite est un point B de lespace à o dimension G,, et il est évident que, 
quand 4 varie de toutes les maniéres possibles dans H,, B peut coincider avec 
tout point de G,. La correspondance entre A et B est done une correspondance 
biunivoque et réciproque entre H, et G,. Je dis qu'elle est bicontinue; soient 
B,, B, ...By,... des points de G,, ayant pour correspondants dans H, les points 
A, 4,... A45... La condition nécessaire et suffisante pour que: lim B, — 5 
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est que, quel que soit ^, on puisse, en prenant p assez grand, rendre les dévelop- 
pements (2) qui correspondent respectivement à B, et B identiques en ce qui 
concerne les h premiers termes; si cela a lieu, la méme condition est remplie 
par l’un quelconque des » développements (1), de sorte que chaque coordonnée 
æ,y,...2, de A, tend vers la coordonnée correspondante de A, done A, tend 
vers A; la réciproque a lieu, de sorte que la correspondance entre H, et G, 
constitue une application. 

40. Soient P et Q deux ensembles applicables. Considérons une fonction f 
définie, soit sur P, soit en certains points de P formant un ensemble P,; consi- 
dérons la fonction q définie en chaque point 5 de Q correspondant à un point 
A de P par la condition: ( (B) —f (A): nous dirons que y est la transformée de 
/ dans l'application de P sur Q. Nous nous proposons de rechercher si, de cer- 
taines propriétés simples de l'une de ces fonctions, il est possible de déduire des 
résultats concernant l'autre. 

En premier lieu, soit A un point de P au voisinage duquel f est définie 
(c'est-à-dire que A fait partie de P7); je dis que y est définie au voisinage du 
point B de Q correspondant à A, et que le maximum, le minimum de y au point 
B sont respectivement égaux aux nombres analogues relatifs à f au point A. 
Soit en effet 2 un nombre inférieur au maximum de f en A; d'aprés la défini- 
tion méme de ce maximum, il existe une suite de points de P,: A,, A,,...An,..., 
tendant vers A, et tels que, quel que soit h, on a: f(4x) » 4 (ces points étant 
distinets ou non de A); les points de Q: B,, D,,... Bj, ... qui correspondent à 
4, 4,... An,..., tendent vers B, et on a q (B5) » 4; done q est définie au voi- 
sinage de B, et le maximum de p en B est au moins égal à A; en opérant d'une 
maniére analogue, mais partant de B au lieu de A, on reconnait que les maxi- 
ma de f en A et de y en B sont tels qu'un nombre inférieur à l'un ne peut 
surpasser l'autre: ils sont donc égaux. Il y a de méme égalité pour les 
minima, et par suite pour les oscillations de f en A et de y en 5. 

41. Comme application, prenons le cas particulier important ot P et Q 
sont tous deux fermés, et où f est définie en tout point de P: ¢ est alors définie 
en tout point de Q. Si f est continue sur P, c'est qu'en chaque point de P 
l’oscillation est nulle, i] en est done de méme de Voscillation de ~ en tout point 
de Q; done y est aussi continue. Si f, définie sur P, est de classe «, je dis que 
y est aussi de classe c; cela a lieu, d’après ce qui précéde, pour « — o; admet- 
tons le résultat pour tous les nombres inférieurs à «; f est la limite d'une suite 


de fonctions f,, f.,...fn,... de classes toutes inférieures à «; ces fonctions ont 
pour transformées des fonctions q,,(,,...(75,... appartenant aux mêmes classes, 


d’après le résultat admis, et 4,,4,...qn,... tend vers y, qui est donc de 
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classe <«; en reprenant le raisonnement en partant de y au lieu de f, on constate 
que la classe de f ne peut pas surpasser celle de y: done f et y sont de méme classe. 

42. P et Q étant toujours deux ensembles applicables, supposons que l'un 
d'eux soit dense en lui-méme; il en est alors de méme pour l'autre, et les dé- 
rivés respectifs de P et Q, P" et Q°, sont parfaits. Soit f définie sur P, y sa 
transformée sur Q; je dis que si f est ponctuellement discontinue sur PP, 7 est 
ponctuellement discontinue sur Q*. Pour le faire voir, commençons par trans- 
former la définition de la discontinuité ponctuelle. 

Soit v 70; soit K l'ensemble des points de P" où l’oscillation de f est 7o: 
‚pour que f soit ponctuellement discontinue, il faut et il suffit que, quel que soit 
o, l'ensemble fermé X soit non dense dans P", ou, ce^qui revient au méme, que 
P? — K soit partout dense dans P". Si cela a lieu, soit R l'ensemble des points 
de P en chacun desquels l'oscillation est <o. R comprend tous les points de P, 
sauf ceux qui font partie de l'ensemble non dense K; comme P est partout 
dense sur P?, R est aussi partout dense sur P", c’est-à-dire que tout point de 
P", et en particulier tout point de P, est limite d'une suite de points de P en 
chacun desquels l'oscillation est < c. Reciproquement, supposons que tout point 
de P soit limite d'une suite de points de P en chacun desquels l'oscillation est 
«90; c'est done que tout point de P fait partie du dérivé d'ordre o de R, R^; 
comme P*— K contient R, le dérivé d'ordre o de PP—K contient A", par suite 
P, d'aprés ce qui précéde, et par suite enfin le dérivé d'ordre o de P, c'est- 
à-dire PP: cela veut dire que P" — K est partout dense dans P", c'est-à-dire que 
f est ponctuellement discontinue. 

En résumé, il faut et il suffit. pour que f soit ponctuellement discontinue 
sur PP, que, quel que soit 6 » o, tout point de P soit limite d'une suite de points de 
P en chacun desquels l'oscillation soit <o. Or, cette condition, supposée remplie 
par f, entraîne la même condition relativement à la transformée q de f sur l'en- 
semble Q applicable sur P. Done, si l'une des fonctions f et y est ponctuellement 
discontinue, il en est de méme de l'autre. 

43. Soient P et Q deux ensembles applicables et d'ailleurs quelconques; 
f étant définie partiellement ou non sur P et de classe <1, je dis que sa trans- 
formée p sur Q est aussi de classe <1. Il suffit, pour le voir, de vérifier que 
tout ensemble parfait H contenu dans Q° contient une portion dans laquelle p 
est ponctuellement discontinue; or, soit 1° l'ensemble des points de Q contenus 
dans H: deux cas seulement sont possibles: 

1°. I? ne coïncide pas avec H; c'est donc que H contient une portion 
dans laquelle y n’est pas définie, et par suite doit être considérée comme ponc- 


tuellement discontinue au sens général. 
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2°. I" coincide avec H; alors !' est dense en lui-même et correspond à un 
ensemble 11 de P qui est dense en lui-même; d’après l'hypothése, f étant de classe 
<1, est ponctuellement discontinue sur 11°, done q est aussi, d’après le $ précé- 
dent, ponctuellement discontinue sur H — 1", 

Par le procédé de récurrence généralisé, on démontre comme précédemment 
que si f est de classe «(a 2), p est aussi de classe «, car la classe de l'une de 
ces fonctions ne peut surpasser celle de l’autre (sauf dans le cas où la classe 
de l’une est o). 

En résumé, étant donnée une fonction f définie sur un ensemble P, si p 
est sa transformée sur un ensemble Q applicable sur P, dans le cas où P et Q 
sont fermés, on peut affirmer que les classes de ces fonctions sont toujours égales; 
dans le cas général, les classes des fonctions (sur P" et Q? respectivement) sont 
encore égales, sauf qu'elles peuvent étre o pour l'une, r pour l'autre. Un 
exemple montre que ce dernier cas est réalisable: soit H, l'ensemble des nombres 
irrationnels du segment (o, 1), qui a pour dérivé ce segment P,; H, est applicable 
sur G, par le procédé du $ 39. Prenons sur G, une fonction f égale an en tous 
les points de G, faisant partie du groupe (7); cette fonction est continue, tan- 
dis que la transformée p a sur P,, des points de discontinuité en chaque point 


I 
de la forme - 


44. Démontrons maintenant sur les fonctions de classe 2 un théorème qui 
ne diffère que par une légère modification de forme d’un théorème donné dans 
la première partie ($ 28). Les notions nouvelles acquises dans le présent mémoire 
vont nous permettre de traiter simultanément le cas des ensembles de points et 
celui des ensembles de suites. 

Dans l’espace à » dimensions (n > 0), considérons un systéme denombrable 
d'ensembles fermés rangés dans un certain ordre, P,, P,,... P5, ..., et satisfai- 
sant à la condition qu'un point quelconque de G, fait partie au plus d'un 
nombre fini de ces ensembles. Soient fi, f»,.-. fn.... des fonctions respective- 
ment définies sur P, P,...P;,... et de classe <2. Considérons la fonction f 
définie comme il suit: si A appartient à certains des ensembles P,, P,,..., ces 
ensembles étant par hypothèse en nombre fini, l'un d'eux a un indice supérieur 
aux autres, soit À cet indice: on prend f(A)= f,(A). Je dis que f, qui se trouve 
ainsi définie sur l'ensemble P — M(P,,P,,.../Py,...), est de classe < 2. 

Pour que f soit définie sur un ensemble fermé, convenons, par exemple, de la 
définir en tout point de G,, en lui donnant la valeur o en chaque point de G, — P. 

Comme /; est de classe <2 sur P;, il existe sur P;, une suite de fonctions de 
classe € 1: fni, fas... fip... tendant vers fj.  Définissons une fonction q, ainsi: 
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fp — fi, aux points de P, n’appartenant pas à P,, P,,... Pp, 
fp = f;, aux points de P, n'appartenant pas a P;,... Pp, 


Pp = Îp,p aux points de Pp, 

Pro aux points de G,— M(P,, P,, ....Pp). 

La fonction q,, étant obtenue par le procédé de superposition appliqué a 
un nombre fini de fonctions de classe <1, est de classe < 7. 

Je dis que y, tend vers f en chaque point. C'est évident pour un point de 
G,— P. Si A appartient à P, soit h le plus grand entier tel que A fait partie 
de P,: on a f(4)=f„(4). Supposons p>h; d’après la definition de f. comme 
A fait partie de P; sans faire partie de Pr41, Pr+s,... Py, on a Pp(A)= fup (A); 
done, quand p croît indéfiniment, f„,» (A) tend vers f„ (A), c'est-à-dire que 9, (A) 
tend vers f(4). Done f est de classe < 2. 

45. Considérons l'espace à n dimensions G,(m>1); soient 2, 2,...% 
les coordonnées courantes. Si on donne à Ah de ces coordonnées des valeurs fixes, 
et si on fait varier les n—h autres de toutes les manières possibles, on obtient 
un espace plan à »—h dimensions, parallèle à h des axes de coordonnées. Sup- 
posons que ces h coordonnées fixes aient des valeurs rationnelles, et convenons 
de dire que nous avons ainsi un plan rationnel d'ordre m —h contenu dans Gn. 
Il y a des plans rationnels d'ordre n (l'espace G, lui-méme), Ra — 1, n — 2,...2, I 
(ceux-ci sont, à proprement parler, des droites), o (chacun de ceux-ci se réduit à 
un point) L'ensemble de tous ces plans rationnels est dénombrable, car: 1° h 
peut recevoir un nombre fini de valeurs: o, 1, 2,...n; 2° h étant fixé, on peut 
choisir d'un nombre fini de manières les À coordonnées qui reçoivent des valeurs 
fixes: 3° étant données, parmi z,, 2, ...a,, les À coordonnées qui doivent recevoir 
des valeurs fixes. chacune d'elles peut recevoir toutes les valeurs rationnelles, donc 
on obtient ainsi une infinité dénombrable de plans. 

Supposons que les plans rationnels ainsi définis soient rangés, d'une manière 
d'abord arbitraire, en une suite: 


(1) D D. 53 Pape bus 


Soit P un de ces plans, supposé distinct de G,, et par suite d'ordre n—h, 
avec h>1. Parmi les plans rationnels (1) autres que P, il y en a qui contien- 
nent P: on les obtient en ne laissant fixes, parmi les / coordonnées fixes de P, 
que quelques-unes d'entre elles, remplacant chacune des autres par une coordonnée 
variable prenant toutes les valeurs réelles possibles: comme cette opération ne 
peut se faire que d'un nombre fini de maniéres, on voit qu'étant donné un plan 
de (1) d'ordre » — ^, il y a, dans (1), un nombre fini de plans d'ordres », » — 1, ... 
..9 ^ —h-- 1, contenant P. 
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Cela posé, je dis qu'on peut ranger les éléments de (1) en une suite (2) or- 
donnée de telle sorte que dans cette nouvelle suite, chaque plan P soit placé 
après tous les plans qui le contiennent. Pour cela, prenons pour premier élé- 
ment de (2), le plan G,; supposant obtenus les g premiers éléments de (2), pre- 
nons, comme (g+1)™° élément, le premier élément de (1) qui soit non obtenu 
encore et qui soit tel que tous les plans le contenant soient déjà obtenus. 

Je dis que, par applieation de ce procédé, tout plan de (r) est obtenu. 
Cela a lieu pour G,; supposons démontré que cela a lieu pour tout plan d'ordre 
N,n—I,...n—a+1, et démontrons le pour les plans d'ordre n—«. Soit un 
plan d'ordre n—«, occupant le rang K dans (1), done désigné par Px; il y a 
un nombre fini d'éléments P de (x) contenant Px, ils sont d'ordre supérieur à 
n—«, done, d'après l'hypothése admise, ils se trouvent tous obtenus au bout 
d'un certain nombre fini N d'opérations; done, après N + K opérations au plus, 
le plan Px sera obtenu. Ainsi tous les plans (1) sont obtenus; et, d’après le 
procédé employé, la suite (2) est telle que chaque plan P y figure aprés tous 
ceux qui le contiennent. 

Imaginons que la suite (1) soit la suite modifiée comme nous venens de 
l'expliquer, et possédant par conséquent la propriété précédente. 

Soit Px un des ensembles de cette suite, à h coordonnées fixes et n—h 
variables; supposons que chacune de ces n—h dernières recoive toutes les va- 
leurs irrationnelles possibles; l'ensemble Hx ainsi obtenu est applicable sur 6, 
par le procédé du $ 39. Considérons la suite des ensembles 4x correspondant re- 
spectivement aux ensembles de (r): 


(3) FH, Here 


Soit A un point quelconque de G,; soit ^ le nombre de ses coordonnées ration- 
nelles. Il y a un et un seul ensemble de (3) qui contient A: c'est celui qu'on 
obtient en laissant fixes les À coordonnées rationnelles de A et donnant aux autres 
coordonnées toutes les valeurs irrationnelles; soit Hx cet ensemble; A fait partie 
de l’ensemble Px qui correspond à Hx, et parmi les ensembles (r), les seuls, 
outre Px, qui contiennent A, sont ceux qui contiennent Px; donc, parmi les en- 
sembles (1) qui contiennent A, il y en a un qui est contenu dans tous les autres, 
c'est Px. On peut écrire, comme les H n'ont deux à deux aucun point commun, 


G,—H,--H,ct---LHaY-- 


46. Cela posé, soit f une fonction définie (totalement ou partiellement) sur 
G,. Si f est de classe <«, elle est de classe « « sur toute partie de G,, en par- 
ticulier sur chaque ensemble Px, et aussi sur chaque ensemble Hx (Hx a pour 
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dérivé Pi); si on applique Hx sur @, par le procédé du $ 39, la fonction f sur 
Hx se transforme en une fonction définie sur @, qui est de classe <« (sous la 
condition « >1 ($ 43), et méme aussi pour « — o). 

Réciproquement, dans l'hypothèse « > 2, je dis que si f est telle que, par appli- 
cation de chacun des ensembles Hx sur G,, on obtient une fonction de classe < c, Î 
est de classe <a sur G,. Il suffit de vérifier la proposition pour « — 2, l'extension 
au cas de « >2 s'en déduisant par application du procédé de récurrence généralisé. 

Nous supposons donc f telle que, en appliquant l'un quelconque des en- 


- 


sembles Hx sur G,, la transformée de f soit de classe <2. Dans ces conditions, 


d'après le § 43, f est de classe <2 sur Hx, c'est-à-dire qu'il existe une fonction 
fx de classe < 2 définie sur Px (dérivé d'ordre o de Hx), et égale à f en tout point 
de Hx. Le procédé du $ 44 est applicable aux fonctions de classe < 2: f,,f,,... 
-.,fr,... respectivement définies sur les ensembles fermés P,, P,,...Px,..., puis- 
qu'un point A de G, fait partie d'un nombre fini de ces ensembles: soit F la 
fonction à laquelle donne naissance ce procédé: F est de classe < 2. Je dis que 
F —f; en effet, soit À un point de G,; soit Hx l'ensemble de la suite (3) dont 
A fait partie; parmi les ensembles de (1) qui contiennent 4, Px est le dernier 
($ 45); dans l'application du procédé de formation de F ($ 44), on obtient: 
F(A)=fx(A); et comme A fait partie de Hx, on a par la définition de fr: 
fx(A)=f(A); ainsi F(A) —f(A). Donc f est de classe < 2. 

En résumé, i faut et il suffit, pour que f soit de classe <a(a > 2) sur Gy, 
que, pour tous les Hx, la transformée de f sur G, par application de Hy sur G, 


soit de classe <a. La conclusion de cette étude est que, pour « > 2, l'étude des 





fonctions sur G, peut se ramener à l'étude des fonctions définies sur G,. 


CHAPITRE V. 
Cas particuliers de fonctions. 


47, Dans le chapitre IIl, nous avons étendu aux fonctions définies sur un 
ensemble à o dimension les résultats des chapitres III et IV de la premiére partie 
(étude des fonctions de classe <1, étude de la condition m[w'(f)] — 0). Nous en 
sommes done, en ce qui concerne les fonctions définies sur un ensemble à o di- 
mension, au méme point oü nous en étions en ce qui concerne les fonctions dé- 
finies sur un ensemble à » dimensions, au commencement du chapitre V de la 
première partie. Nous sommes donc conduits tout naturellement à faire une 
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étude analogue A celle des premiers numéros de ce chapitre; c’est par la que 
nous allons commencer. 

Tout d’abord, une fonction f définie sur un ensemble fermé P de @, est de 
classe <1 sur P, si elle est de classe <1 sur l’ensemble parfait P*; a fortiori, 
si«>t1, fest de classe <a sur P dès qu'elle est de classe <« sur P?; nous 
pouvons done, dans la suite, nous borner a considérer des fonctions définies sur 
un ensemble parfait. 

Soit done f définie sur l'ensemble parfait P et satisfaisant sur P à la con- 
dition m [o'(f)] — o; il y a un ensemble de première catégorie K et une fonction 
p de classe <ı sur P tels que f= en tout point de P— K. Soit K= 
M(K,, K,....K;,...), les K; étant non denses dans P; remplacons chaque en- 
semble K; par son dérivé d'ordre o, K?, qui contient K;, est aussi non dense 
dans P, et de plus est fermé; K? se compose de l'ensemble parfait K? (s'il existe), 
plus un ensemble dénombrable. Si K'— M(K, Kj... K?,...), on a f— en 
tout point de P — K', et K' se compose d'une infinité dénombrable d'ensembles 
parfaits: K?, K?,... K?,..., plus un ensemble dénombrable. On sera conduit 
à étudier la fonction f sur chacun des ensembles parfaits K?, qu'on traitera 
exactement comme on a traité P; on introduira ainsi des ensembles parfaits non 
denses dans chacun des AY, puis des ensembles parfaits non denses dans chacun 
des ensembles obtenus, ete.... 

48. Théorème. Soit P, un ensemble fermé, et P,, P,,... Pi, ... une infinité 
dénombrable d’ensembles fermés tous contenus dans P,; soient fy. f,, fo,-.-fi,--- 
des fonctions respectivement définies sur P,, P,, P,,...P;,..., et toutes de classe 
<2. La fonction f, qui est égale à f, sur P,, à fi Ü=2,3,...) aux points de Pj 


qui ne font partie d'aucun des ensembles P,,P,;,... Pi-ı, enfin à f, aux points de 
P, qui ne font partie d'aucun des ensembles P,, P,,...Pi,..., est de classe 
52 GP IR. 

En effet, A étant l’un des entiers o, 1, 2,...i,..., il y a, sur Py, une suite 


de fonctions de classe € 1 tendant vers f;, soit: 


fin: fon; t sdb ye ee 
En tout point A de P;, on a: 


(x) lim fon (4) = fn (4). 


Cela posé, définissons des fonctions 9, (v — 1,2,...) comme il suit: 
Do Tor Sule 
p=f,n(h=2,3,...v) aux points de P; qui ne font partie d'aucun des 


ensembles P,, P;,... Pnsi; 
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q,-—f.o aux points de P, qui ne font partie d'aucun des ensembles P,, 
TAA bp 
La fonction g,, ainsi définie sur P,, est de classe <1, comme obtenue par 
superposition des fonctions de classe < r: Vots LRO eene ne HH 
Je dis qu'en tout point A de P,, on a: lim q, (4) —f(A). En effet, si A 
AE 


fait partie d'un des ensembles P,, P,,..., soit 7 le plus petit indice tel que A 
appartient à P;; alors A n'appartient à aucun des ensembles P,, P,,... Pi; (si 
i71). D’après la définition de q,, dés que v ? i, on ap, (A) — f..; (A), et d’après 


la définition de f, on a f (4) —j;(A4). Done, en utilisant la condition (1), on a: 


lim 9» (A) — lim fj; (Ay— f; (A) — f (A). 
Si A ne fait partie d'aucun des ensembles P,, P,,..., on a, quel que soit v: 
py (A) = fo (A), et d'autre part: f (4) — f, (A); done: 


lim 9, (A) — lim fo (A) =f, (A) = f (A). 


V= 0 = oo 


Ainsi f est la limite de 7, qui est de classe <1, done f est de classe < 2. 
/ SS 


49. Comme cas particulier de ce théorème, on voit que si f, est une fonc- 
tion de classe < 2 définie sur l'ensemble fermé P,, la fonction f obtenue en rempla- 
cant par des valeurs arbitraires les valeurs de f, aux points d'un ensemble 
dénombrable Q est de classe <2. Il suffit en effet, en désignant les points de Q 
par A,, 4,,... Aj, ..., d'appliquer la proposition précédente en prenant P; = Aj, 
et f; — f. On en conclut que, si R est un ensemble dénombrable de points, la classe 
« d'une fonction f est indépendante de ses valeurs aux points de R, dès que « 7 2. 

Reprenons le procédé du $ 47. Nous partons d'une fonction f définie sur 
un ensemble fermé P, et satisfaisant sur tout ensemble parfait contenu dans P, 
à la condition m[w' (f)]— 0; il existe, d'une part une fonction 4, de classe < 1 
sur P,, d'autre part un ensemble de premiére catégorie dans Pr, Solar Nebel 
qu'on a f—%y, en tout point de P,— P,; de plus on peut supposer que P, 
se compose d'une infinité dénombrable d'ensembles parfaits non denses dans E 
soit p,, Dis. ..pi,..., plus un ensemble dénombrable. Si f se trouve être de 
classe <1 sur chaeun des ensembles p;, l'application du théoréme du § 48 (en 
remplaçant f, par q, et tous les f; (@>o) par f), montre que f est de classe 
2) sure: 

Si cela n'est pas, nous traiterons chaque ensemble parfait p; comme nous 
avons traité P,; nous définissons done une fonction y; de classe <1 sur pi, et 


un ensemble de premiere catégorie dans p;, soit pi, tel que f — qi en tout point 
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de p;— p';; de plus, p'; se compose d'une infinite dénombrable d'ensembles parfaits 
non denses dans p;, soit pii, pis.... pij..... plus un ensemble dénombrable. On 
peut étre amené à continuer l'application du procédé; d'une maniére générale, si 


Yon a introduit l'ensemble parfait pi... et si f n'est pas de classe <1 


ia? 
sur cet ensemble, il y a une fonction de classe < r sur pi, 5... i,, S0lt Pi, i... 


* 19,3 


et un ensemble de première catégorie dans pi,;5....; 


Im 


, SOÏ6 i, 5, -- à, tel qu'on 
al hrs... en tout point de p;,,5,,-~-5, — Duc: Loensemble gs icy. 34 
se compose, outre un certain ensemble dénombrable, d’une infinité dénombrable 
d'ensembles parfaits non denses dans p;,,;,,...;,; nous les désignons par p;,5...:,, id 
l'indice 4,4; prenant les valeurs 1,2,... Designons par P, l'ensemble formé par 
la réunion des ensembles p à « indices. 

Je dis que si, par l'application du procédé indiqué, on obtient un ensemble 
P, tel que f soit de classe <1 sur chacun des ensembles pj,;....;, dont se 
compose P;, f est de classe < 2 sur P,; il suffit, pour le voir, d'appliquer suc- 
cessivement le théorème du § 48, d'abord à chacun des ensembles p à h— 1 in- 
dices, ce qui montre que f est de classe < 2 sur chacun de ces ensembles, puis 
ensuite à chacun des ensembles à A— 2 indices, et ainsi de suite en remontant 
jusqu'à chacun des ensembles p,, p,,..., et finalement à P,. 

50. Il peut arriver aussi qu'on soit conduit à former des ensembles P; en 
nombre infini. 

Indiquons des exemples. Soit P,— G,. Donnons-nous d'une part un 
entier positif », d'autre part un systeme de A entiers positifs rangés dans un 
ordre déterminé, soit (@,, «,,... c5), et étudions l'ensemble Q des suites! commen- 
cant par (c. «5, ...«5), chacun des termes suivants de la suite étant > m. 

Soit A le point: 


(ar Ur: RATS SIS 


Si A ne fait pas partie de Q. c'est que, ou bien (a,,@,,...q,) ne coincide pas 
avec («,,«,,...a»), ou bien l'un des entiers @y+1, Qn+2,..., soit ax, est € n. En 
prenant, dans le premier cas, le groupe (a,,@,,...q,), dans le second cas, le 
groupe (d,, 45, ...05.... 4x), on a un groupe qui contient A et ne contient aucun 
point de Q. Ainsi tout point qui ne fait pas partie de Q est extérieur à Q: donc 
Q est fermé. 

Si B fait partie de Q, il est de la forme: 


3 
(oo Bean, Piya Pros) 


! Je rappelle que j'emploie indifféremment les mots point ou suite d'entiers. 
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les 3 étant >». On obtient un autre point de Q en remplaçant un quelconque 
des 9, soit p,, par un nombre supérieur; en donnant à r des valeurs croissant 
indéfiniment, on obtient une suite de points variables de Q tendant vers 5; done 
tout point de Q est limite pour Q; done ©, qui est fermé, est parfait. 

Le point C: 


(Griggs dois [ie ID AES A oa D ET eS Leow) 


obtenu en remplacant dans B les termes dont le rang supasse / + j par 1, ne 
fait pas partie de Q: si on fait croître 7 indéfiniment, ce point tend vers B. Done 
Q est non dense dans P,. 

Ainsi, l’ensemble des points commencant par («,, @,...cn), les autres termes 
étant supérieurs à n, est un ensemble parfait non dense. Nous designerons main- 
tenant cet ensemble par p™ [«,, @,... a]. 

51. Si nous donnons A n une valeur fixe, et si nous faisons varier de toutes 
les manières possibles les entiers h, «,, @,...«n, nous obtenons une infinité de- 
nombrable d'ensembles p?» [c,, «,,...a]. L'ensemble P, formé par la réunion de 
tous les p™[a,, «,, ... cu] est l’ensemble des suites pour lesquelles tous les termes 
surpassent n, à partir d'un certain rang. 

Prenons, parmi les ensembles p? [e,, «,,... c5], 1° ceux pour lesquels  — n, 
les nombres &,,&,,...@n, prenant toutes les valeurs possibles: 

2° ceux pour lesquels h >, avec «y € n. Appellons ensembles normaux 
p ces ensembles. Je dis qu'un point déterminé A de P; appartient à un et un 
seul ensemble normal p). En effet, soit (a,, @,,...) ce point. Le seul ensemble 
p contenant A qui remplit. l'une des conditions 1° ou 2° est l'ensemble 
p™[a,,@,...an], h étant le plus petit nombre supérieur ou égal à m, tel que 
tous les a de rang supérieur à À soient supérieurs à n. 

Ainsi deux ensembles normaux p n'ont aucun point commun, et P, est la 
réunion de tous les ensembles normaux pl). | 

Il est évident que P,,; est contenu dans P,. 

Soit p**D[c,, v,,...«;] un ensemble normal p"*?; on a, soit k — n +1, 
soit k>n-+ r, avec «y € m-FI. 

Si les nombres Cni... €4 sont tous supérieurs à », posons A=n; sinon, 
certains d'entre eux étant inférieurs ou égaux à n, prenons, parmi ces derniers, 
celui qui a le rang le plus élevé, et appelons A ce rang. On a ainsi, soit A — n, 


soit h>n, avec a, <n, de sorte que l'ensemble p? [c,, «,.... cn] est normal; 
de plus, si k>h, les nombres 41, «n2. ... «y sont supérieurs à #. Ainsi tout 
point de p*D[c,,...«5,...«&] possède la propriété caractéristique des points 


de p™ [a,,@,...cn]. Done tout ensemble normal p+ est contenu dans un cer- 
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tain ensemble normal pl, lequel est unique, puisque un ensemble normal p? 
autre que p"? [e,, @,...a,] n'a aucun point commun avec cet ensemble. 

Je dis que p"*D[c,, «,,... ax] est non dense dans p? [a,, @,,... an]. Il suffit 
de faire voir qu'au voisinage de tout point de p? [a,, @,... en] existe un point 
qui fait partie de p? [a,, «,,...«,] sans faire partie de p™+ [a,,...ax]. Or, soit 
A un point de p? [c,, @,... an]: à 


3 3 
(ar (5... Ch, Dhals Ph+2s = alc 


Considérons, j étant arbitraire, le point 5: 


(CRI on 1070» aly RETTEN) 


dans lequel tous les termes de rang supérieur à À + j sont égaux à » +1. Ce 
point appartient bien à p”[a,, @,..-c,], puisque les termes de rang > h sont 
>n, mais il n'appartient pas à P,41, puisqu'il y a une infinité de termes égaux 
à n +1; done il n’appartient pas à p*D[c,,... cx]. 

De plus, en prenant j assez grand, Je point B peut étre pris aussi voisin 
qu'on veut de 4, ce qui démontre la proposition. 

Cela posé, modifiant les notations précédentes, nous rangerons les ensembles 
normaux p? dont se compose P, dans un ordre déterminé, et nous les désignerons 
par la notation p,, Pas... pi... Chacun des ensembles normaux p? appartient 
à un et un seul des ensembles normaux pli); dans l'ensemble p;, il y a une in- 
finité dénombrable d'ensembles normaux p?, nous les rangerons dans un ordre 


déterminé, et nous les désignerons par pii, pis.... pij... Nous définissons ainsi 
d'une manière générale des ensembles parfaits p;,2,...3,, les entiers n, ?,, 7, .. . in, 


prenant toutes les valeurs entiéres positives. L'ensemble pii... est con- 


D? +1 


tenu dans pi5....;, et est non dense par rapport à lui. La réunion de tous 


in 


I Re LE n étant fixe, constitue l’ensemble P, des points pour lesquels tous 


in 
les termes, à partir d'un certain rang, surpassent o». 

52. Il y a des points qui font partie de P,, quel que soit »; ce sont les 
points pour lesquels le terme de rang n croît indéfiniment avec n; en effet, pour 
ces points, le nombre de termes inférieurs à n est fini, quel que soit »; je désigne 
l'ensemble de ces points par P,; on a: 

PERS EP, LUS 


et 
PDR, ARMEE): 


Soit A un point déterminé de P,: 


(qusdam) 
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Ce point fait partie de P,, il appartient à un ensemble normal j(? bien 
déterminé, soit p;; appartenant à P,, il appartient à un ensemble normal p? 
bien déterminé, qui doit être contenu dans pj. soit done pj,;,; d'une manière 
générale, Je point 4 est contenu dans un ensemble normal pl bien déterminé, 
de la forme pi2,.--i- 


telle que 4 est contenu dans tous les ensembles: 


Il y a done une suite d'entiers positifs 2,, 2,, ...1n,... 


URL ES Sic WISN Goon ES GS 


n 


Reciproquement, donnons-nous une suite d'entiers positifs /,. 2,,... 2,5, ... 
et considérons les ensembles: 


Am) [Ey > Ti SS [Bu Dana Sp ENS 


Si nous revenons aux notations primitives relatives aux ensembles p. ces en- 
sembles seront désignés de la maniere suivante: 


PA eres Cp oo ai lAN eG In >, 
[Oi B= FOO) aig c od Cling -corllavec 10 Say Ley Sav One 
[i Sin 00 DE ne en Gr lavec ee CIO hr 1, 


Du fait que h, > n résulte que Ah, croît indéfiniment, de sorte que les entiers 


« définis par ce qui précède sont en nombre infini; il y a donc un et un seul 
point contenu dans tous les ensembles p de (1); c’est le point: 


(Gin (57: 5 o.c tcr o Cpr o celina eo) 


et ce point appartient à tous les P,. par suite à P,. 

Ainsi, à toute suite d'entiers positifs 2,, 7,,...2,,..., correspond un point 
déterminé de P,, à savoir le point unique contenu dans tous les ensembles 
Piz, + +> in" . 

On peut done dire qu'une correspondance biunivoque et réciproque se trouve 
établie entre P, et P,, au moyen de la loi suivante: 

(@)) Ihe quoi AL GH IB (Go Uae ns c oe) Ayaan: 153 CIA eye (qa; co, m) 
se correspondent si B est contenu, quel que soit n, dans l’ensemble pii, .. . i, 

Cette correspondance possède la propriété suivante: Si 4,,4,,...4,,...4, 
sont des points de P,, et si B,, B,,...B,,...8, sont les points correspondants 
de P,,la condition: lim 4, — A, entraîne: lim B, — B,. En effet, soit: 
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A Ma rover (2 Ms. 8] l 
By = [(9)»; (eds: ar, 2. .] 


Si A, tend vers A,, c'est que, quel que soit n, quand » dépasse un certain 
entier p, A, est contenu dans le groupe d'ordre n qui contient 4,, c'est-à-dire que: 


(1) (4)» ET (2,)o. (4), = (t2)o, niet (%n)» == (ta)o- 


D’autre part, d’apres la definition des divers ensembles Dii;-..i,, deux points 
contenus dans le même ensemble pj,;,...;, ont en commun au moins les n pre- 
miers termes, de sorte que les conditions (1) entrainent pour les points B, et B, 
les conditions: 


(o), = (&)o; (Gr = (a5), - - «(Cn)» = (@n)o- 


Comme n est arbitraire, cela exprime que B, tend vers B,. 
Nous dirons que la correspondance établie entre P, et P, par la loi (a) est 
biunivoque, réciproque, et continue dans le sens de SW Ps 


La partie de P,, contenue dans l'ensemble Pin 59325 SOLD, ar ORIS) 


in? 


est dense dans pi,4....; 


i, Car, soit: 


Diyias ni, PC, +. az; 
au voisinage de tout point A de p?[c,, c,, .. . «,], soit: 


(e, y + «+ Oh, Pai, Pha25 2131] 


existe un point faisant partie du méme ensemble et de P,; il suffit de prendre 
le point: 


(GC CNET EN Be RRR tO SPs ole ol) 


où les termes qui suivent celui de rang ^ + j sont les nombres entiers positifs à 
partir de n+1. Ce point, qui fait partie de p^? [c,, «,,. .«;] et de P,, peut 
étre pris aussi voisin qu'on veut de A, en prenant j assez grand. 


A fortiori, si r » n, l'ensemble D (j,i:,...;,, P,) est dense dans Martens cg 


in? 


En particulier, l'ensemble formé par la réunion de tous les pi;.... 


n. 
in? inl 
(94,. 25, ... 2, fixes, 4444 variable) est dense dans RE 

Des raisonnements tout à fait analogues à ceux de la première partie ($ 36 
à la fin) montreraient que la fonction / qui est égale, sur P; — Pj41 ((— 0, I, 2,...) 
à u;, et sur P, à Un (Us Us. Wis... U, étant des nombres arbitraires] est de 
classe 3 si l'on n'a pas lim w; — w,, et de classe Eon vnl mern: 
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CHAPITRE VI. 
Les ensembles à 0 dimension. 


53. Nous allons généraliser les procédés employés dans l’exemple précédent, 
et pour cela poser de nouvelles définitions. 

Partons d’un ensemble fermé P. Considérons des ensembles fermés, en 
nombre infini dénombrable ou fini, tous contenus dans P; désignons-les par la 
notation p;, 7 prenant soit toutes les valeurs entiéres positives, soit certaines de 
ces valeurs. Nous dirons que nous avons là un système d’ensembles contenu dans 
P, et nous le désignerons par K (pi). 

Si les ensembles p; n'ont deux à deux aucun point commun, nous dirons 
que le systéme est normal. 

n étant donné, si chaque ensemble p; est contenu dans un groupe d'ordre 
n, nous dirons que le système est d'ordre m. 

Ainsi, un système normal d'ordre n est constitué par une infinité dénombrable 
(ou un nombre fini) d'ensembles fermés n'ayant deux à deux aucun point commun, 
et dont chacun est contenu dans un groupe d'ordre n. 

54. Soit un système quelconque K (p;) contenu dans l'ensemble fermé P, 
et constitué par les ensembles p,, p,.... pi,... Proposons-nous de trouver des 


\ 


ensembles fermés g,,9,,... n'ayant deux à deux aucun point commun et tels 
que tout point appartenant à l'un des ensembles p,, p,,..., appartienne à un et 
un seul des ensembles ¢,, q.,.-., autrement dit de remplacer le système quelcon- 
que K (pi) par un systeme normal contenant les mémes points. 

Définissons d'abord la notion de groupes contigus. Soit 7 un ensemble 
fermé contenu dans P. Considérons les groupes relatifs à P et extérieurs à T'; 
prenons, parmi eux, d'abord les groupes d'ordre r, puis les groupes d'ordre 2 
non contenus dans les précédents, puis les groupes d'ordre 3 non contenus dans 
les précédents, ete.... Nous dirons que chacun des groupes obtenus est contigu 
à T; ainsi, un groupe d'ordre n est contigu à 7 s'il est relatif à P, extérieur à 
T, et si le groupe d'ordre n—ı qui le contient (dans le cas de n » 1) contient 
des points de 7; deux groupes contigus à 7 distincts n'ont aucun point commun, 
d'aprés le procédé qui a servi à définir ces groupes; enfin, tout point de P — T 
appartient à un groupe contigu à T, car si 4 est un tel point, les groupes con- 
tenant A ne peuvent contenir tous des points de T, puisque 7 est fermé; si n 
est le plus petit entier tel que le groupe d'ordre » contenant 4 est extérieur à 
T, ce groupe est contigu à T. 
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Revenons aux ensembles p,,p,,...pi,... Posons, à partir de 2 — 2: 
DU (Diet Doe ee pee 


p; est fermé; soit Gi, Gi2....gir,... les groupes contigus à p';; désignons par 
1;; la portion de p; contenue dans le groupe g;x; nous avons ainsi des ensembles 
fermés t;, dépendant de deux indices; en y ajoutant l'ensemble p,, nous avons 
une infinite dénombrable d’ensembles que nous prendrons pour ensembles g,,9,,..- 

Deux de ces ensembles n'ont aucun point commun. D'abord p, n'a aucun 
point commun avec l'un quelconque des ensembles f, puisque chacun de ceux-ci 
est contenu dans un groupe contigu à un ensemble p'; qui contient p,. Soit 
maintenant deux ensembles t; s'ils ont méme premier indice, ils appartiennent à 
deux groupes différents contigus à un méme ensemble p' et par suite n'ont aucun 
point commun. S'ils n'ont pas méme premier indice, soit tj, et tjr, avec h'>h; 
in,a fait partie de p,, done de p' =M (p,, ps, ... pu, --- Pr —ı); OF, ty,a est con- 
tenu dans un groupe contigu à y';, done n'a aucun point commun avec th, a. 

Tout point A appartenant à un des ensembles y; appartient à un ensemble 
q; car, soit 7 le plus petit entier tel que A fait partie de pj; si- — 1, A fait 
partie de p, qui est un ensemble q; si 2 » r, A ne fait pas partie de p,, p,,... Pi-ı, 
done pas de y';; done A appartient à un certain groupe contigu à y, soit gi;; 
faisant partie de p;, il appartient à 1j;. 

En résumé, le systeme formé par les ensembles q est normal et contient tous 
les points du système donné K (pi). 

En outre, » étant donné, on peut remplacer chaque ensemble g par la somme 
de ses portions contenues dans les différents groupes d'ordre »; on obtient en- 
core ainsi une infinité dénombrable d'ensembles fermés n'ayant deux à deux 
aucun point commun, chacun étant contenu dans un groupe d'ordre n, et tels 
que tout point de K (p;) appartient à l'un d'eux: le système de ces ensembles est 
un systéme normal d'ordre z. 

55. Définitions. 

Soit X (p;) un système normal. Etant donnés les points A4,, 4,,... 4,,... A, 
dont chacun fait partie d'un des ensembles p;, nous dirons que, dans le système 
K (pi), la suite A,, A,,...A»,... a pour limite Ay, ou encore qu'on a: lim A, — A, 
dans le système K (pi), si Von a lim A,— A, (au sens ordinaire), et si, en outre, p; 
étant l'ensemble du système qui contient A, (cet ensemble est unique, puisque le 
système est normal), les points de la suite A,, A,,... A,,... sont, à partir d'un 
certain rang, tous contenus dans pi. 

56. Etant donnés deux systèmes normaux K (pi et K (qj), nous dirons que 
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K (qj) est contenu dans K (pi) si chaque ensemble de K (qj) est contenu dans un des 
ensembles p; (lequel est nécessairement unique). Nous écrirons dans ce cas: 


K (pi) > K (qj). 


Remarquons que si cela a lieu, si A,, A,,...A,,...A, sont des points de K (gj). 
la condition: lim 4,— A, dans X (gj) entraîne: lim 4, — 4, dans K (pj), car les 
points 4,, 4,,... 4,,... finissent par être contenus dans l'ensemble g; qui con- 
tient 4,, d'après la condition: lim 4, — A, dans K(g;), et par suite dans l'en- 
semble p; qui contient 4,, ce qui entraîne: lim 4, — A, dans K (pj). 

57. On sait que, étant donnés des ensembles fermés p,q....r, l'ensemble 
des points communs à tous ces ensembles, D (p, q,...r), est fermé; on dit que 


D(p,g,...r) est le plus grand commun diviseur de p,q,...7. 
Soit maintenant des systémes normaux en nombre fini: 


(1) K (pi), K (9)... K (n). 


On appelle système plus grand commun diviseur des systèmes (1) le système 
constitué par les ensembles D (pi, qj, .. . vi) obtenus en associant de toutes les manières 
possibles un des ensembles p;, un des ensembles qj,..., un des ensembles rj; le 
nombre de ces manieres est evidemment infini dénombrable ou fini. 

Le système obtenu, soit Ä (f,), est évidemment contenu dans chacun des 
systèmes (ri) Il est normal, car si on considère deux combinaisons différentes 


des indices (i,7,...1), soit (¢;7,...1,) et (7, 7',...7), on a au moins l'une des 
conditions i-i, j~j',...1#l; si par exemple 7-7, les ensembles p; et pr 
n'ayant aucun point commun, il en est de méme des ensembles D (pi, qj, . . - 7) 


et D (pir, Qi:-.- Tp). 

Si chacun des systèmes (1) est d'ordre », le système K (t) est aussi d'ordre n. 

Soit 4,. As... Ans... A, des points appartenant à K (tj). Je dis que la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'on ait: lim A, — A, dans K (tj) est qu'on 
ait: lim A, — A, dans chacun des systèmes (1): K (pi), K (qj. ... K (77). 

Supposons en premier lieu qu'on ait: lim 4, — 4, dans X (ij). Il en résulte 
que: 1° on a: lim A,— À, (sens ordinaire); 2° l'ensemble déterminé f; qui con- 
tient A, contient A, dés que » surpasse une certaine valeur s. Considérons alors 
le systeme K(pj); il y a dans ce systeme un ensemble bien déterminé p; qui 
contient £j; done cet ensemble p; contient A,, et aussi 4, pour y» s; et comme 
lim A, — A,, il en résulte; lim 4, — A, dans K (pi). De méme on a: lim A, — 4, 
danse Ae (q;) ete... 
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Réciproquement, supposons qu'on ait: lim A, — A, dans chacun des systèmes 
K (pi, K (g;),... K (rı). L'ensemble p; de K (p;) qui contient A, contient A, dès 
que » surpasse un certain entier s,; l'ensemble g; qui contient 4, contient A, 
dés que » surpasse un certain entier s,, etc.... Soit ¢, l'ensemble commun à 
Pi, gj,...; dés que » surpasse le plus grand des entiers s,, s,,..., A, est con- 
tenu dans /;, qui contient d’ailleurs 4,. Comme on a lim A„=4,,.on a: 
lim 4,— A, dans X (tj). La proposition est done démontrée. 

58. Soit P un ensemble fermé. Prenons arbitrairement un systéme normal 
d'ordre 1 contenu dans P, soit K (pj); pa étant un ensemble de ce système, 
prenons un systeme normal d'ordre 2 contenu dans p;,, et dont nous désignerons 
les ensembles par p3,3, 3, recevant certaines valeurs entières positives; chaque 
ensemble p;, peut contenir une infinite dénombrable d'ensembles p à deux in- 
dices, ou un nombre fini, ou n'en contenir aucun. En poursuivant l'application 
du procédé, on définit des ensembles fermés désignés par la notation p;,»...5,, 
dans les conditions suivantes: 

1° L'ensemble p;,5,...5,,5,,, est contenu dans py, 5... 5;. 

2° Tout ensemble à Ah indices est contenu dans un groupe d'ordre A. 

3° Deux ensembles distincts ayant le méme nombre d’indices n'ont aucun 
point commun. 

Il résulte de 2° et 3° que, h étant fixé, le systeme des ensembles à h indices 
est un systeme normal d'ordre 5; soit K (ps, », ... 3,) ce système, ou, pour abréger, 
Ky; on a, d'aprés 1°: 


(x) KERN MER 


Nous appellerons suite normale de systèmes une suite de systèmes normaux 
d'ordres respectifs 1,2,...h,..., dont chacun est contenu dans le précédent. Ainsi 
(x) est une suite normale de systèmes. 

Les indices (3,,/,,.../5»1) des ensembles p qui constituent les différents 
systèmes (1) sont des groupes dont l'ensemble 7' est complet, puisque, si (2,, 235... (27) 
fait partie de I, les groupes (ß,), (2,, 85), .. . (Bis B, . -. Pr —1) en font aussi partie. 
Soit A l'ensemble fermé de suites (ou points) déterminé par l'ensemble de groupes 
I’. R est, comme on sait, l'ensemble des points (3,, 2,,... 95,...) tels que tous les 


groupess():4(5. ups Br de eee Olus par gender 

Soit B= (8,, 8,,... Pr,...) un tel point. Les ensembles ga, pa.8, ..…, 
Dh. ds...B4:--. existent effectivement, et l'on a: 
(2) Dh > Dh, Pr ae, A Pan Ba... Bp EIER 


De plus, 94, 3....3, est contenu dans un groupe d'ordre A. 
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Soit («,) le groupe qui contient pj; l’ensemble p;, 3, est contenu, d'une part 
dans p;, et par suite dans («,), d'autre part dans un certain groupe d'ordre 2; 
done ce dernier groupe est contenu dans («,), et est de la forme («,, «,); en con- 
tinuant le raisonnement, on reconnait l’existence d’une suite infinie d’entiers: 


Ci, @a,...@h,... telle que, quel que soit h, p, 5... 5; est contenu dans («,, @,... ap). 
Soit 4 le point (@,,@,...@n....). h étant fixé, le groupe (o, @,,... cn) 


contient l'ensemble p;,;..;, et par suite tous ceux qui suivent cet ensemble 


i 
dans (2); done («,«,,...c») contient des points de chacun des ensembles (2). 
Cela étant, soit p l'un queleonque des ensembles (2); puisque, quel que soit h, 
le groupe d'ordre A qui contient A contient des points de l'ensemble fermé p, A 
appartient à p. Ainsi A appartient à tous les ensembles (2). 

D'ailleurs un point qui fait partie de tous les ensembles (2) appartient aux 
groupes (,), (&,, &),...(@,, &%,...@n),..., done se confond avec A. Il y a done 
un et un seul point contenu dans tous les ensembles (2). 

A tout point B de & nous pouvons ainsi faire correspondre le point A de 
P qui est l'unique point contenu dans les ensembles (2). 

A deux points distincts B et B' de R correspondent ainsi deux points A et 
Midistinets hear oTt (9539, orga. 9) RB (Bigs Bos sss s c io. a, un 
entier Ah tel que j; ~ 3; alors, les ensembles p;, 3.3, et py, 3%..." qui contiennent 
respectivement 4 et A’, n'ont aucun point commun: done A ct A! sont distincts. 

Si on désigne par Q l’ensemble des points A correspondant aux points de 
R, on a établi entre Q et À une correspondance biunivoque et réciproque définie 
par la loi suivante: 

Uni pomt eA (crore desOebxunupomt B:— (Bi; 87 "Pr... ) de 
R se correspondent si A est contenu dans tous les ensembles 


Dee E EDU D pa: > 
Il est évident qu'aux points de À contenus dans le groupe (9,, 32,... 94) 
correspondent les points de Q contenus dans l'ensemble p;, 5... 3, - 
Une autre conséquence est que, si deux points B et B' de À ont en commun 
les 4, premiers termes, les points correspondants A et A’ de Q ont en commun 
les h premiers termes; car les deux points 5 et 5' étant contenus dans le méme 
groupe (9,, Ps, --- ?n), leurs correspondants A et dA’ sont contenus dans le méme 
ensemble p;,5,..5,, et par suite dans le méme groupe («,, «,, .. . «). 
Je dis que, si B,, B,, ... By, ... B,, sont des points de E, et A,, 4,,... 4,,... A, 
leurs correspondants dans Q, la condition: lim B,— B5, entraîne: lim 4,— A). 
En effet, h étant fixé, il résulte de la condition: lim 5, — 5, que, dès que v sur- 
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passe un certain entier s, B, a en commun avec P, les À premiers termes; alors, 
d'après ce qui précède, 4, a en commun avec 4, les / premiers termes; ceci 
ayant lieu quel que soit h, on a: lim 4,— A,. 

D'une maniére générale, si l'on a, comme dans ce qui precede, deux en- 
sembles fermés P et R, si, entre les points d'un certain ensemble Q contenu dans P 
et les points de R existe une correspondance biunivoque. réciproque, et telle que, 
B,, B,,...B,,...B,, étant des points de Ret A,, A,,...Ay,... A, leurs correspon- 
dants dans Q, la condition: lim B, — B, entraîne: lim A, — Aj, nous dirons qu'on 
a, entre Q et R, une correspondance biunivoque, réciproque, et continue dans le sens 
de R sur Q. Nous dirons en outre que l’ensemble (Q, R) est déduit de P, cette 
double notation (Q, AK) servant à rappeler que l’on envisage, non pas seulement 
un certain ensemble de points Q contenu dans P, mais en outre une certaine loi 
de correspondance entre cet ensemble et un ensemble fermé A. 

Le procédé qui vient d'étre exposé nous a permis de définir des ensembles 
déduits; nous dirons que la suite normale 


(1) K (pa) > K (Ps, 22) = EEE À (Pa, 2 Br) > 


détermine l’ensemble déduit (Q, R). 

On reconnait que les méthodes employées dans l'exemple des $ 50—52 fournis- 
sent un cas particulier d'application du procédé général qui vient d’être exposé. 
59. Signalons un cas très particulier, mais important, d'ensemble déduit. 

Soit P un ensemble fermé, A (p;) un système normal contenu dans P. 
h étant donné, remplacons chaque ensemble p; par ses différentes portions con- 
tenues dans les différents groupes d'ordre h; désignons par K; le système normal 
formé par toutes ces portions. D’apres cette définition, l'ensemble des points 
du système Ä, est identique à l'ensemble des points du systeme donné; de plus, 
chaque ensemble de X ;,; est contenu dans un certain ensemble de K;;: la suite 
de systèmes: 

I DRG KE 


est une suite normale de systemes; elle determine done un ensemble deduit 
(9, R), Q se composant de tous les points du système donné K (pi). 

Remarquons qu’un ensemble fermé contenu dans P, et en particulier P lui- 
même, peut être considéré comme un système normal composé d’un seul ensemble, 
et par conséquent donne lieu à un ensemble déduit. 

60. On peut obtenir des ensembles déduits au moyen d'un procédé plus 
général que celui du $ 58, en ce sens qu'il est soumis à moins de conditions 
restrictives, 
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Soit P un ensemble fermé. Supposons qu’on ait des ensembles fermés tous 

contenus dans P, désignés par la notation 93,3... ;,, dans les conditions suivantes: 

1° Les indices (7,, 9,,... ?n) des ensembles p forment un ensemble de groupes 
complet I. 

2? L'ensemble pj;,5,...5,,5,,, est contenu dans l'ensemble pz, 5,.,. 5 - 

pr i he Oh+1 pn P2 h 

D’apres cela, R etant l’ensemble de suites determine par l’ensemble de 


groupes I, et (9,, #.,...) étant un point de E, on a, d’après 1° et 2° 
i Pr 2 Pan P Dir Bayo. > o> 


3° On suppose que, que! que soit », il y a un ensemble de (1) contenu tout 
entier dans un groupe d'ordre n. 

Je dis que cette condition entraîne comme conséquence qu'il y a un et un 
seul point contenu dans les ensembles (1). En effet, faisons correspondre à 
chaque entier » un entier h, qui sera le plus petit tel que l'ensemble de rang Ah, 
de (x) soit contenu dans un groupe d'ordre n: on a évidemment k,:1 > h„, et de 


plus, le groupe («,, @....@,) d'ordre n qui contient l'ensemble de rang h, con- 
tient l'ensemble de rang A,,1; donc le groupe g d'ordre n + 1 qui contient ce 
dernier ensemble est contenu dans («,,@,...«,). De là résulte l'existence d'une 
1 2 

suite déterminée d'entiers: «,, &,...@n,... telle que l'ensemble de (1) de rang 
h, est contenu dans (¢,, «,, . . . c). 

Bot A— (er css. Cees re eCtant tixe, le sroupe (0. G.. 195). contient 

1 2 e 1 2 


l'ensemble de rang A, de (1) et par suite tous ceux qui suivent; done (ce. c, ... @n) 
contient des points de chacun des ensembles (1). Soit p un quelconque des en- 
sembles (ri); puisque, quel que soit n, le groupe d'ordre n qui contient A con- 
tient des points de l'ensemble fermé p, A appartient à p. Ainsi A appartient a 
tous les ensembles (r). D'ailleurs un point qui fait partie de tous les ensembles 
(1) appartient en particulier aux ensembles de rang h,, /;,.. -h,,... done aux 
groupes. (@;), (t, &)5 - - -(&15 @,---@,),.-. done se eonfond avec A. 

Ainsi il y a un et un seul point contenu dans tous les ensembles (x). A 
tout point B= (9,, 3,,...) de À correspond un point A de P, celui qui est con- 
tenu dans les ensembles (1). Soit Q l’ensemble de tous les points A. 

Faisons enfin une derniére hypothése. 

4° A deux points distincts de À, B et B', correspondent par la loi 3° deux 
points distincts A et A’ de P. 

Il y a ainsi, entre Q et R, une correspondance biunivoque et réciproque: 
je dis que cette correspondance est continue dans le sens de R sur Q. Soit en 
cHietn b Slew by ee des pointsdes/ossoit;-A 1 045. AA, leurs correspon- 
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nr 


dants dans Q. Supposons qu'on ait lim B,— B,. Soit B,=(P,, Pa,...) et 
Ayla ieu) 
Le point A, est contenu dans les ensembles: 


(1) Par 2 Ds, dà 2 m 2 Dh» 82, ..+ By SR 


Ü 


D'aprés la condition 3°, quel que soit n, il y a un entier h tel que l'en- 
semble de rang h de (1) est contenu dans un groupe d'ordre n, lequel, devant 
contenir A,, est nécessairement («,, €,,...c,). Puisque lim 5,— B,, dés que » 
depasse une certaine valeur, B, est contenu dans (9,, ?,,.../%), et par suite 4, 
est contenu dans p;,5...5,, done dans («,, «,,...c,). Ceci ayant lieu quel que 
soit n, on a: lim 4, — A,. Done la correspondance est continue dans le sens de 
R sur Q, et on peut dire que (Q, R) est un ensemble déduit de P. 

61. Faisons maintenant une étude inverse de la précédente. Partons des 
hypothéses suivantes: on a un ensemble fermé P, un ensemble (Q, R) déduit de P, 
c'est-à-dire un ensemble Q contenu dans P et correspondant à un ensemble fermé R 
suivant une loi biunivoque, réciproque et continue dans le sens de R sur Q. 

Soit (9,, Pas --- 2») un groupe relatif à À; aux points de À contenus dans 
(Bis Ps... ia) correspondent dans Q des points dont je désigne l'ensemble par 
Qui... Le dérivé d'ordre o de Qj, 5,...;, est contenu dans P, qui est fermé 
et contient Q; je désigne Q5,5...5, par Pa,5...5,. Ainsi, P5,5,...5, est un en- 
semble fermé contenu dans P et tel que tout groupe contenant un point de 
Ps, contient au moins un point de Qs, 5... 5. 

D'ailleurs, si on considére deux groupes relatifs à R dont le second est con- 
tenu dans le premier, soit (9,. 9,, ... Ja) et (94, Pas - - . Pn. uai), M est évident que 
Qa. 25...395 3,41 CSt contenu dans Qj,5,...5,, et par suite P, BB Bnyı €St contenu 
dans Pj, 5; ...B;- 

Cela posé, soit B —(B,, 8;,...4,...) un point de R, et soit A le point 
correspondant de Q. Considérons les ensembles: 


(1) PET SUPE UNES 


Le point A est contenu dans tous les ensembles Q;,3,..2,, par suite dans tous 
les ensembles (1). Je dis qu'il n'y a pas d'autre point contenu dans tous les 
ensembles (1); pour le prouver, je vais montrer que si un point 4'— (c, &,...) 
est contenu dans tous les ensembles (1), il coincide avec A. 

Quel que soit h, A’ est contenu dans P;,,3,...3,: done, chacun des groupes 
contenant A’, à savoir: («,), («,. «,), ... (Ci, &,...@),... contenant un point de 
P3,5,...5,, contient au moins un point de Q;, ;,...;,. Nous pouvons donc prendre; 
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dans («,), un point A, de Q;; 
dans («,, @,), un point 4, de Q;, »,; 
dans («,, «,,...«;), un point 4; de Qu,32....3 


Bh 


et ainsi indéfiniment. 


Puisque 4, et tous les points qui suivent, 4,41, etc...., sont contenus dans 
lef croupey (@,.,05,.3:.50%), (on a: lim! AR — (075105511 9023-212) = Alo) D'autre! part, 
Sole Dre One: les points der fe correspondant a, 4,, Ayr. An 
Comme 4, appartient à Q;,5,...5,, Bn appartient à (9,, 9,,... 9;), d'ou résulte: 


lim B; —(9,, 95, ...) — B. Or, d’après la loi de correspondance, lim 5; — B entraîne: 
lim 4; — A; on vient de voir que: lim 4; — 4'; done A’ coincide avec A, et A 
est l'unique point contenu dans tous les ensembles P;,;..;,. Nous sommes 
done parvenus au résultat suivant: 

I. Si (Q, R) est un ensemble déduit de P, Q est constitué comme il suit. On 
a des ensembles fermés contenus dans P, désignés yar la notation P3, 3... ,, dans 
les conditions suivantes : 

I? P5,5,...9,,8541 St. contenu dans Pg,p,...5;- 

2? Etant donnée une suite infinie d'ensembles telle que: 


(1) Pp gee Pipe. eB tas 


il y a un et un seul point contenu dans tous ces ensembles. L'ensemble de tous 
les points ainsi obtenus est l’ensemble Q. 

Complétons ce résultat par quelques remarques. 

Soit toujours A —(«,,&,,...«»,...) le point unique contenu dans les en- 
sembles (x). 

Il. Je dis que, quel que soit n, les ensembles (1) sont, à partir d’un certain 
rang, tous contenus dans le groupe («,,c,,...«,) Remarquons d'abord que, n 
étant fixé, si un ensemble de (r) est contenu dans (a, @,...@n), il en est de 
même des ensembles (r) qui suivent. Cela posé, admettons que la proposition IT 
soit inexacte; il y a done une certaine valeur de n telle qu'aucun des ensembles 
(x) n'est contenu dans le groupe («,,@&,...«n); alors, quel que soith, Pa, a... 5; 
contient au moins un point extérieur à (@,. @,...@»), on peut prendre un groupe 
contenant un tel point et qui soit extérieur à (v,, @,... Cn); ce groupe, conte- 


nant un point de P», »,,.. contient au moins un point de Qs, 3,,...3,3 done, en 


“Bh? 
résumé, quel que soit ^, on peut trouver un point JM; de Qa, j....3;, qui soit ex- 
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terieur au groupe (@,, @,,...@n). En faisant À— 1, 2,..., on a des points 
M,, M,,... appartenant respectivement à Q5, Qs,3.,..., par suite à Q: les cor- 
respondants de ces points dans À, soit N,, N,,... appartiennent donc respec- 


tivement aux groupes (@;),.(6,, 62),...; on a donc: lim N; (Pi: 2,,..-)—B; 
d'où résulte, d’après la loi de correspondance, lim M; — A, puisque A correspond 
a 6; mais cela est impossible, puisque les points M; sont tous extérieurs au 
groupe (@,, «,,...«,) qui contient A; il y a done contradiction. La proposition 
II est done établie. : 

On en deduit Ja consequence suivante, concernant l’ensemble de tous les 
ensembles Pa, 5, ...5;.. 

III. Etant donné un ensemble Pa,5,...5,, Si un groupe g est relatif à cet en- 
semble, om peut trouver un ensemble P à h' indices (h' > h) contenu à la fois dans 
g et dans Pg, 2... 3)- 

En effet, on peut d'abord, dans le groupe g qui contient des points de 


P5,.2,...85, prendre un point A de Qs, 5, ... ce point est contenu dans une suite 
P1, D2; Ph 31, P2. 


Bho 


densembles P désignés de la maniére suivante: 


— 
D 
— 


Pg Pg Re 28 BU RR ea 


D'aprés IT, à partir d'un certain rang, les ensembles (2) sont tous contenus dans 
g qui est un groupe contenant 4; il en résulte la proposition III. 

IV. Si R est parfait, tous les ensembles P, 5... 5, sont parfaits. 

En effet, soit (?,, 9,,... 95) un groupe relatif à R; l'ensemble D [R,(8,, Pa; ---Pr)] 
qui est une portion de A, est parfait. Soit A un point de Q;, 3,...3,, soit B son 
1 PA, P2 Ph 


correspondant dans D[R,((,, 2.,.../n)]; puisque D[R, (2, Ba, -- - Pr)] est par- 
fait, on peut trouver une suite de points de cet ensemble tous distinets de B et 
tendant vers B, soit B,, B,,...B,,...; soit A,, A,,... Au,... les points corres- 
pondants de B,, D,,... B,,... dans Qs, .....3,3 Ces points sont tous distincts de 


A et tendent vers 4; le résultat étant valable pour tout point A de Qo E 
cet ensemble est dense en lui-méme, et son dérivé d'ordre o, P, Bay. By» est 
parfait. 


62. Considérons une suite normale de systémes (Cf. $ 58): 
(x) K (pa) = K (pag) >... > K (Dp, 95... 0p) > - >: 


(Pour abréger, nous designerons aussi K (pa, 3,,...3,) par Ky). 

La suite normale (1) determine un ensemble déduit (Q, £2) [Cf. $ 58], et, étant 
donné (Q. AR), on a défini par les méthodes du $ 61, des ensembles P, »,,... 5, 
qui sont parfaitement déterminés. 


p.p 
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Remarquons que P;,;,..5, est contenu dans pj, ;..,;,. En effet, les points 


de Q qui correspondent aux points de DIR, (P,, 9,.... 9;)] constituent, d’après 


i 


le $ 61, l'ensemble Q;, »,,...5,, et d'autre part, sont contenus dans py, »,,... ;,; done 

ce dernier ensemble contient Q;,;..;,, et, étant fermé, contient le dérivé d'ordre 
, - ES - 

0! de: Qs, 3; 5,» (c est-à-dire Ph, p, ... p; 


h étant fixé, désignons par S; (Q, R) le système des ensembles P;,;....5,; 
chaque ensemble P3,,»,....3, étant contenu dans l'ensemble p;, »,,... ;, correspon- 
dant, le système S; (Q, R) est un systeme normal d'ordre A; comme on a 
PB. Be Bua < Pisis... le systeme S41 (Q, R) est contenu dans S; (Q, R). 


En rapprochant ces résultats de la proposition I, on reconnait que la suite: 
(2) S, (Q, R) SES OO) TON e 


est une suite normale de systémes déterminant l'ensemble deduit (Q, R). Quand 
on part de la suite (1), la suite (2) est parfaitement déterminée; nous dirons que 
c'est la suite normale enveloppant l’ensemble déduit (Q, R). 

63. Soit (Q, R) un ensemble déduit de l'ensemble fermé P. Etant donnés 
des points 4,, 4,,... 4,,... 4, appartenant à Q. nous dirons que, dans l'ensemble 
dedutt (Q, R), la suite A,, A,,...Ay,... tend vers A,, ow qu'on a: lim A,— 4, 
dans (Q, R) si, B,, B,,...B,,...B, étant les points correspondants de A,, A,, 

pee ARE CT Ge Io dés dels 

Soit une suite normale de systèmes: 


KG (pp) Ies Dp, pee En. 


déterminant un ensemble déduit (Q, R). Je dis que la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'on ait: lim A,— A, dans (Q, R) est qu'on ait:.lim A, — A, dans 
chacun des systèmes K (py, s... 23). 

Conservons les notations du $ 62. 

Supposons d'abord qu'on ait: lim 4,— 4, dans (Q, À); cela veut dire qu'on 
a: lim B,=B,. Soit B,—(B,. B5,... Bn,...). h étant fixé, B,, dés que v dé- 
passe une certaine valeur, est contenu dans le groupe (9,, 9;,... rn), et alors A, 
fait partie de pg, 5,...2,- Comme d'ailleurs, la condition: lim B,— B, entraîne: 
lim 4, — A, (au sens ordinaire), on a: lim 4, — 4, dans le systeme X (py, 5,... 5). 
Cela étant vrai quel que soit h, on voit que la condition de l'énoncé est né- 
cessaire. 

Supposons maintenant qu'on ait, quel que soit 4: lim 4, — A, dans K (Pa... m). 
Le point 4, fait partie des ensembles: 
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h étant fixé, la condition: lim 4,— 4, dans K (pp, 5,...5,) montre que, dès 
que » dépasse une certaine valeur, A, est contenu dans pj,5,...5,, et par suite 
B, est contenu dans (9,.9,....95); ceci ayant lieu quel que soit A, on a: 
lim 5, — B,, c'est-à-dire: lim 4, — A, dans (Q, R). La condition est donc suffisante. 

64. Soit P un ensemble fermé; soit (Q, R) et (Q', R') deux ensembles déduits 
de P. Nous dirons que (Q', R') est contenu dans (Q, R) si: x? Q' est contenu dans 
Q; 2° si, A,, As,...Ay,... A, étant des points appartenant à Q' (et par suite à Q), 
la condition: lim A, — A, dans (Q', R') entraîne: lim A, — A, dans (Q, R). 

Indiquons un cas, que nous rencontrerons ultérieurement, dans lequel ces 
conditions sont réalisées. 

Supposons qu'on ait deux suites normales de systémes: 


(x) p apu PEN at 


(2) ROS esu RASS vui 


déterminant respectivement deux ensembles déduits (Q, R) et (Q', R'), et telles 
que, pour toutes les valeurs de À à partir d'un certain entier s, on ait: 


(3) OE OR (hs): 


Je dis que (Q', R') est contenu dans (Q, A). 

En effet, d'abord les points de Q'. appartenant à tous les systèmes K';, 
appartiennent, d’après (3). à tous les systèmes K; pour À 7 s et par suite à tous 
les systemes (1), done aussi à Q qui se compose des points appartenant à tous 
les systèmes (x). 

Ein second eu, (soitweAye An RAR Ancdes points de Q' tels qu'on ait: 
lim 4,— 4, dans (Q' R’). Il en résulte, d’après le $ 63 (condition nécessaire), 
qu'on a: lim A,„— 4, dans chacun des systèmes (2): K',, K',,... Par suite de 
la condition (3), on a aussi: lim 4,— A, dans chacun des systèmes (r) pour 
h- s, et par suite pour toute valeur de h. D’après le $ 63 (condition suffisante), 
cela prouve qu'on a: lim 4, — 4, dans (Q, R). La proposition est done démontrée. 

65. Supposons qu'on ait des ensembles déduits de l'ensemble fermé P, en 


nombre infini dénombrable (ou fini): 
e 


(1) (Q,, Ry), (Q4, R,),... (Qu, Rn), ... 


Proposons-nous de former un nouvel ensemble déduit de P, (Q, R) ayant 
les deux propriétés suivantes : 
1° Q se compose des points appartenant à Q,, Q,,...Qn,... 
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2° Si À,, 4,,...4,,...4, sont des points de Q, la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'on ait: lim 4,— 4, dans (Q, R) est qu'on ait: lim 4,— 4, 


dans chacun des ensembles déduits (Q,, R,). 

Nous dirons que (Q, R) est l’ensemble déduit plus grand commun diviseur des 
ensembles deduits (1). 

Nous allons former (Q, A) dans le cas où chacun des ensembles déduits (x) 
est déterminé par une suite normale. Soit: 


— 
nN 
— 


Jr 2 Ky, Dano = Gia = 


une suite normale de systèmes déterminant l’ensemble déduit (Q,, R,). 
Considérons le tableau : 


Kan SIGS 22 ve ZUG A Se bee 
Ki9 > Ko,» P P Kp.» D UR 
(3) | 
Jn Rom ge 2 KG = te 
Désignons par Z2, le systeme Ay,1; soit p,, p,.... pi,... les ensembles dont 


il se compose. Soit X, le système plus grand commun diviseur des deux systèmes 
Ks, et K»»; tout ensemble faisant partie de X, est contenu dans un en- 
semble de A», par suite dans un ensemble de X; , ou £,; done N, est contenu 
dans 2,; désignons les ensembles de X, par la notation p;;, en observant la con- 
dition que p;,; soit contenu dans p;. D'une manière générale, soit X;le système 


normal plus grand commun diviseur des systémes: 


(4) IP Sy, Are be EG Ti 
Xn4i sera le plus grand commun diviseur des systèmes: 
(5) Ky+1,1, Karı., ge: KG eatin Kj aa . 


Un ensemble déterminé p faisant partie de 3;,1 est contenu dans certains 
ensembles faisant respectivement partie des À premiers systèmes (5), par suite 
dans certains ensembles faisant respectivement partie des systémes (4), done 
enfin est contenu dans un ensemble de $,. Ainsi X;,; est contenu dans 37; on 


peut désigner les ensembles de 3,, 8,,... 3;,... par la notation pa, pp, p2, 
DRE Brie NETUS observant la condition que pj, 5»... 25,2544 soit contenu dans 


Dh... En outre, 33, contenu dans les systèmes (4) qui sont d'ordre h, est 
d'ordre h. En résumé, on a défini une suite normale de systémes: 
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(6) SSL lays. S 


Cette suite détermine un ensemble déduit (Q, R). 
Si on considère une ligne quelconque du tableau (3), par exemple la nme, 
en comparant les deux suites: 


[Ks = K» A cO Ius za e zm Ge Zac 


on reconnait que pour A>n, X, est contenu dans K;,,. Il en résulte que (Q, R) 
est contenu dans (Q,, R,). Ainsi (Q, AR) est contenu dans tous les ensembles 
déduits (Qn, R,). Je dis que (Q, R) satisfait aux conditions imposées au plus 
grand commun diviseur des (Q,, Rn): 

En effet, d'abord un point appartenant à Q,, Q,,...Qn,... appartient à 
tous les systèmes du tableau (3); quel que soit 5, il appartient à tous les systè- 
mes (4), donc à €3,; done, appartenant à tous les systèmes 3, de (6), il appar- 
tient à Q. Reciproquement, si un point appartient à Q, il appartient à tous les 
systèmes £X, de (6), done, quel que soit h, aux systèmes (4); si on considère 
alors la n° ligne du tableau (3), le point en question appartient aux systèmes 
de cette ligne à partir d'un certain rang, done à tous ces systèmes, done à Q,, 
et cela quel que soit n. 


Soit maintenant 4,, 4,,...4,,... 4, des points de Q. Supposons d'abord 
qu'on ait: lim 4, — 4, dans chacun des ensembles déduits (Q,, R,). D’après le 
$ 63, il en résulte qu'on a:: lim 4, — 4, dans chacun des systèmes (2), par suite 


dans chacun des systémes du tableau (3), par suite, quel que soit h, dans chacun 
des systèmes (4), par suite, d’après le $ 57, dans 3; quel que soit À, par suite 
dans chacun des systémes de (6), par suite enfin, d'aprés le $ 63, dans (Q, R). 

Réciproquement, supposons qu'on ait: lim 4, — 4, dans (Q, A). Il en ré- 
sulte qu'on a, d’après le § 63, lim A4,— A, dans 3, quel que soit h, done 
lim A, — A, dans chacun des systèmes (4), quel que soit a. Considérons alors la nme 
ligne du tableau (3), autrement dit la suite normale (2); d'aprés ce qu'on vient 
de voir, on a lim A,= A, dans tous les systèmes K,,», K,,15,..., par suite 
dans tous les systèmes (2), par suite dans (Q,, R,), et cela quel que soit ». La 
proposition est done démontrée. 

66. Soit, dans un ensemble fermé P, un ensemble déduit (Q, R), que nous 
supposons défini d'une manière absolument quelconque. Utilisons les résultats 
du $ 61; (9,. %,.../%) étant un groupe relatif à A, on désigne par Qs, »,.., 3, 
l'ensemble des points de Q correspondant aux points de À contenus dans (j,, 22, 

-Pn) par Pay...) le dérivé d'ordre o de Qj,5,...;,. D’après la proposition I 
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du $ 61, @ est Vensemble des points dont chacun est contenu dans une suite 


telle que: 


Le système KK (P,), constitué par les ensembles P à un seul indice, n'est 
pas nécessairement normal, car les ensembles P;, ne sont assujettis à aucune 
condition; au moyen du procédé du $ 54, nous pouvons remplacer ce systeme 
par un système normal d'ordre 1, contenant les mêmes points; soit K (II,,) ce 
systeme. 

II, étant un ensemble quelconque, mais déterminé, du systeme K (11,,), con- 
siderons tous les ensembles à deux indices, P, „; prenons la partie commune à 
chacun de ces ensembles et à 11,,: le système formé par ces parties communes, 
qui est contenu dans 11,, peut être remplacé, au moyen du procédé du $ 54, 
par un systéme normal d'ordre 2 contenant les mémes points, et dont nous dé- 
signerons les ensembles par II,, ,.. 

D'une manière générale, IL, ...;, 
communes à cet ensemble et aux différents ensembles P à h + 1 indices; nous 


étant défini, nous considérons les parties 


remplacons le systéme de ces parties communes par un systéme normal d'ordre 
h +1 contenant les mêmes points, et dont nous désignons les ensembles par la 


notation II, ;.... On a ainsi une suite normale de systèmes: 


“The th+ 1" 


K (IL) > K (IL, 2) EZ K (II, 


Pace 71) 


qui détermine un ensemble déduit (Q', R'). Je dis que l'ensemble Q dont on est 
parti est contenu dans Q'. En effet, soit A un point de Q; il correspond à 
un certain point B de R, soit (g,, Ps, - - - Bn, ...); A est contenu dans les en- 
sembles 


Etant contenu dans Pj, 4 fait partie d'un ensemble bien déterminé II,; appar- 
tenant à IL, et à P3,», il fait partie d'un ensemble bien déterminé JT,,.,,, d’après 
la définition de ces ensenibles; en continuant le raisonnement, on reconnait que 
A fait partie ‘d’une suite bien déterminée d'ensembles 


Gi SS lil pen, à RE I PAPERS 


Done A fait partie de Q'. 

Par le procédé qui vient d’être exposé, on a remplacé l’ensemble déduit (Q, R) 
par un ensemble déduit (Q', R') déterminé par une suite normale de systèmes, len- 
semble nouveau Q' contenant l'ensemble donné Q. 
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67. Soit P un ensemble fermé: soit (Q, R) un ensemble déduit de P; soit 
(T, U) un ensemble déduit de l'ensemble fermé À. A un point C de U corres- 
pond, par la loi de correspondance entre T et U [disons, en abrégé, par la loi 
(T, U)] un point B de T. Au point B contenu dans T, et par suite dans R, 
correspond, par la loi de correspondance (Q, AK), un point A de Q; soit V l'en- 
semble des points À ainsi obtenus; V est contenu dans Q, et par suite dans P. 
Nous pouvons considérer comme établie une correspondance biunivoque et réci- 
proque entre les points C de U et les points A de V, par lintermédiaire des 
points B de T: un point C de U et un point A se correspondent s'il y a un 
point B de T tel que A et B se correspondent par la loi (Q, R), et B et C par 
la lotte); 

Cette. correspondance entre V et U est continue dans le sens de U sur V; 
car, en désignant par A,, B,, C, (v— 1,2,...,0), trois points correspondants: 
A, dans V, B, dans T, C, dans U, la condition: lim C, — C, entraine: lim B, — B, 
d’après la loi (T, U), et la condition: lim B,— B5, entraîne: lim A, — A, d’après 
la loi (Q, E). 

En résumé, on peut dire que (V, U) est un ensemble déduit de P, la loi de 
correspondance résultant des deux correspondances (Q, R) et (T, U). On dira 
que (Q, R) et (T, U) sont deux ensembles déduits successifs, et que l'ensemble déduit 
(V, U) est l'ensemble déduit résultant de (Q, R) et (T, U). Il est évident que 
(V, U) est contenu dans (Q, R). 

68. Partieularisons la question qui précéde. Soit, dans l'ensemble fermé 


P, une suite normale de systémes: 


(1) FOR) I (Una) ag I UPS Picts) BE oc « 


Elle determine un ensemble déduit (Q, R). 

En désignant, comme précédemment, par Q;, 3... ;, l'ensemble des points de 
@ correspondant aux points de À contenus dans le groupe (9,, 9,,... Pn), par 
Pa,5,...5, le dérivé d'ordre o de Q5, 5,...5,, on a vu que Pg, 5,...5, est contenu 
dans pg, p,...p- 

Donnons-nous maintenant, dans l'ensemble fermé R, une suite normale de 
systemes: 
(2) K (r4) > iG. i. .= KG ee 


Ü 


Elle détermine un ensemble déduit (7, U). Soit T,,,,..;, l'ensemble des points 
de À qui correspondent aux points de U/ contenus dans (7,, 72, .. - 74); l'ensemble 
Tips Contenu dans À, est d'autre part contenu dans un certain groupe 
d'ordre h, (à cause du fait que T' est déterminé par une suite normale; cf. $ 58); 
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3,,...Pn) ce groupe. Par la loi (Q, R), aux points de À contenus dans 


(B. B». ... BA). correspondent dans Q les points de Qj, 3... done, par cette 


DA? 


méme loi (Q, R), aux points de 7, ,....„, correspondent dans Q des points, dont 


Th 


l'ensemble est contenu dans Q^; »,,.. Mais ce dernier ensemble n'est autre que 


- Bp: 
l’ensemble des points de P qui, par la loi résultante (V, U). correspondent aux 


points de U contenus dans (5,,;7,....75); désignons-le par V et son 


73 72; 7h 


dérivé d'ordre o par W,,,;,...;,. On voit que V,,,,,,...,, est contenu dans Qs, s; ... 3,5 


par suite W,,,,...;, est contenu dans P, »,,...3,, a fortiori dans DENE Aba 

Le systeme des ensembles W à A indices n'est pas normal, car rien n'in- 
dique que deux ensembles W à h indices n'ont aucun point commun. 

Appliquons le procédé du § 66 à l'ensemble (V, U) déduit de P, de façon 
à obtenir un nouvel ensemble déduit (V', U') déterminé par une suite normale 
de systèmes, et tel que V soit contenu dans V'. Dans l'application de ce pro- 
cédé, on remplace le systeme AK (W,,) des ensembles W à un indice par un 
systeme normal K(0,;) contenant les mêmes points, et d'une manière générale 
le système des ensembles W à A indices K (W,,.,,.....,,) par un systeme normal 
K (65,5...) contenant les mêmes points. 

Comme, d'aprés ce qu'on vient de voir, chaque ensemble W à / indices est 
contenu dans un ensemble p;, 3,,...3,, déterminé, il en résulte que chaque ensemble 
O5, d2,...0,> Qui est compris dans un certain ensemble W à h indices (d’après le 
procédé du § 66), est contenu dans un ensemble p;, 3,,... 3, déterminé. On obtient 
ainsi une suite normale de systémes: 


(3) KON KOs) =.= d On, »,...0,)- 


déterminant l’ensemble déduit (V', U'), avec en outre cette condition que chaque 


systeme de (3) est contenu dans le système de même rang de (1), c’est-à-dire que: 
TE OV feos ys) Sada e ps 


Le résultat de cette étude peut s’exprimer ainsi: On a, dans un ensemble 
fermé P, un ensemble déduit (Q, R) déterminé par une suite normale (1): dans R, 
un ensemble déduit (T, U) déterminé par une suite normale; il en résulte un en- 
semble déduit de P, (V, U). On peut remplacer (V, U) par un ensemble déduit 
(V', U') déterminé par une suite normale (3) dont chaque système est contenu dans 
le système de même rang de (1), et telle que V est contenu dans V' 
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CHAPITRE VII. 
Fonctions de classe < 3. 


69. Nous allons appliquer les notions nouvelles acquises dans le précédent 
chapitre à la théorie des fonctions. Faisons d'abord quelques remarques. 

Soit f une fonction définie sur un ensemble fermé P. Soit (Q, R) un en- 
semble déduit de P. Considérons la fonction q définie sur l'ensemble fermé R 
par la condition d'étre égale, en chaque point B de R, à la valeur de f au point 
A de Q qui correspond à B. Nous dirons que y est la transformée de f sur (Q, R). 

I. Si A est un point de Q où f est continue par rapport à P, «y est, au 
point B de R correspondant à A, continue par rapport à R. En effet, soit 
B,, B,,... D,,... une suite de points de R tendant vers B, soit A,, A,,...A,,... 
leurs correspondants dans Q; d'aprés la loi de correspondance, la condition: 
lim B, — B entraîne: lim A, — 4; cette dernière condition, en vertu de la continuité 
de f en A, entraîne: lim f(4,) —/ (A4), ce qui peut s’écrire, d’après la définition 
de y: lim $ (B,) —*(B). Cette dernière condition exprime que y est continue 
en B par rapport à R. à 


IT. Si on a, sur P, une suite de fonctions f,, f.,...fn,... tendant vers f, 
81 $,,95,...(9n,...(, sont les transformées sur (Q, R) de f,, f,,..-fn,-.--f, la 
suite q,, (5, ...(5,... tend vers y. En effet, B étant un point quelconque de 


R et A son correspondant dans Q, on a, d’après l'hypothèse, la condition: 
lim f, (4) = f (A), qui s'écrit: lim $,(B) — (B). 

III. Soit f une fonction de classe « sur P. Je dis que q est de classe < « 
sur R. 

La proposition a lieu pour « — o, puisque, f étant continue sur P en tout 
point A de Q, il en résulte, d’après I, que y est continue en tout point B de R. 

Admettons la proposition pour les nombres inférieurs à un nombre déter- 
mine «, et démontrons-la pour «. f, étant de classe «, est limite d'une suite de 
fonctions de classes inférieures à «, soit: f,,f;,....f,,... Les transformées 
Pis Pa» --- ns... de ces fonctions sur (Q, À) sont, d’après la proposition admise, 
de classes inférieures à «, et, d’après II, tendent vers y; done ¢ est de classe < «. 

IV. Il résulte de III que si f appartient à # sur P, y appartient sur R à 
E, et par suite, satisfait, sur tout ensemble parfait contenu dans R, à la condi- 
tion fondamentale: m[o'(f)]— o. Nous obtenons ainsi une condition nécessaire 
nouvelle pour qu'une fonction appartienne à Z, condition qui englobe celle que 


nous connaissions jusqu'ici, mais qui est plus compléte et qu’or peut énoncer ainsi: 


Sur la représentation des fonctions discontinues. 169 


Pour qu'une fonction f définie sur un ensemble fermé P appartienne à E, il 
faut que, (Q, R) étant un ensemble déduit quelconque de E, et «p la transformée de 
] sur (Q. R),  satisfasse sur tout ensemble parfait contenu dans R à la condition 
m(o'(q))— o. Pour abréger le langage, nous exprimerons cette condition en 
disant que f satisfait sur P à la condition fondamentale généralisée. De plus, pour 
simplifier l’ecriture, nous cesserons de designer la transformee de f sur (Q, R) 
par une lettre différente de f, et nous dirons simplement que nous considérons 
la fonction f sur (Q. A), ou même simplement sur A. 

70. Soit f une fonction définie sur l'ensemble fermé P et satisfaisant à la 
condition fondamentale généralisée. 

Nous définirons des ensembles déduits de P correspondant aux nombres or- 


dinaux des classes I et II: 


(1) (pU ER RUP ME UP Am (PRR aks (Up. Ris. 


chacun de ces ensembles déduits étant déterminé par une suite normale de sy 





témes qui sera une suite normale enveloppant l'ensemble considéré (Cf. $ 62), soit, 
pour l'ensemble (P,, R.), la suite normale 


(2) TANI PE REN CO Kt Uaec 

En même temps, nous définirons certaines fonctions de classe < 1: Wu: 41... In» 

.. Pos + +. Pa, --. respectivement définies sur les ensembles fermés R,. R,,... Rn, 
.R,,...R4,... Nous considérerons aussi ces fonctions respectivement sur les 


eENSCIM DES AE Rime en ron 

Les ensembles déduits (1) et les fonctions y seront définis si nous réalisons 
les trois opérations suivantes: 1° Definition de (P,, R,); 2° Connaissant (P,, R.), 
définition de q, et de (Pasi, Rati); 3° Définition de (P,, R.) quand « est de 
deuxième espèce. 

1° P, et R, sont identiques à P; (c’est seulement pour la symétrie des no- 
tations que nous employons les lettres P, et R,). Nous avons fait remarquer, 
au $ 59, que l’ensemble fermé P pouvait être considéré comme déduit de lui- 
même. La suite normale de systèmes déterminant l’ensemble déduit (P,, R,) sera 
définie comme il suit: K;(P,) désigne le système constitué par les portions de 
P contenues dans les différents groupes d'ordre / relatifs à P. 

2° Supposons défini (P., R.), ainsi que la suite normale (2) enveloppant 
(P,, R,) Comme (P,, R.) est un ensemble déduit de P, la fonction f, consi- 
dérée sur R,, satisfait à la condition fondamentale; il existe done une fonction 


fa définie sur À, (et que nous considérerons aussi sur P,), de classe < r sur Ry, 
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et telle que l’ensemble 11, des points de À, où l'on a: =. est de première 
catégorie par rapport à AR?. Remplagons 11, par un système d'ensemble fermés 
contenant tous les points de 11,; les points de ce systeme forment, si l’on em- 
ploie le procédé du $ 59, un ensemble déduit de R,, soit (S,, 7.); des deux en- 
sembles déduits successifs, (P,, R.) déduit de P, et (S,, T,) déduit de R, ré- 
sulte un ensemble déduit de P, soit (3,, 7). NX, étant contenu dans P, et con- 
tenant les points correspondant a 11, d’après la loi (P,, R.); par le procédé du 
$ 68, on peut remplacer (3,, 7.) par un ensemble déduit (P,41, Ray) déterminé 
par une suite normale S dont chaque systeme est contenu dans le système de 
méme rang de la suite normale (2) déterminant (P., Ra), et de plus P441 con- 
tenant 3,; enfin on remplace la suite normale S par la suite enveloppant (P.41, 
Ras), soit Ky (Pati) le À"^ système de cette suite; d’après la condition qui vient 
d’être énoncée, quel que soit h, on a: 


Ky, (22) > Ki, (Bra): 


D'autre part, P.41 contient ¥,, par suite tous les points de P correspondant 
à II, dans la correspondance (P,, R.); done, en tout point de P, — P,,;, on a: 
f=a- 

3° Si « est de deuxième espèce, on prend une suite de nombres «a, € «, € ... 
... <0, X... tendant vers «. Par définition, (P,, R.) sera l'ensemble déduit 
plus grand commun diviseur des ensembles deduits: 


(Rie ike) (eee oe); soe (Pans Ro): t 


Cet ensemble sera obtenu par le procédé du § 65. Il en résulte que P, est l'en- 
semble des points communs à tous les P, pour lesquels «' € «. 

Ainsi se trouvent définis les ensembles déduits (P,, R.) et les fonctions Pq, 
ainsi que les suites normales déterminant les différents ensembles déduits (P,, R.). 
Il est à remarquer quil entre une certaine part d'arbitraire dans ces définitions. 

Faisons la remarque suivante. Si ? et y sont deux nombres ordinaux, avec 
g «€ y, on a évidemment (P;, R;) >(P,, R,); en outre, si on considère les deux 
suites normales déterminant respectivement (P;, R,) et (P,, R,): 


qui sont respectivement des suites normales enveloppant (P;, R;), (P., R.), il y a 
un entier n tel que pour 7 » n, on a 
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Ki (P;) > Ky, (eae 


On reconnait d’abord que si cette proposition est établie d’une part pour 
p et y (P< y), et d'autre part pour y et d (y < 0), elle est vraie pour 9 et 0. 

Cela posé, pour établir la proposition dans toute sa généralité, admettons-la 
dans le cas où j et y sont des nombres ordinaux quelconques inférieurs à un 
nombre déterminé «, et démontrons-la quand on remplace y par «. Distinguons 
deux cas: . 

1° « est de première espèce; soit « son précédent. La proposition a lieu 
pour «', «, d’après le procédé de formation exposé au 2°. Elle a lieu, par 
hypothèse, pour ?, «', si ? « «. Done elle a lieu pour 9, «, 9 étant quelconque 
et inférieur ä «. 

2° « est de deuxiéme espéce. Dans le procédé de definition 3°, on a 
fait choix d'une suite «, « «, €... « «, €... tendant vers «, et d’après le pro- 
cédé de définition de l'ensemble déduit plus grand commun diviseur, la proposi- 
“tion a lieu, quel que soit x, pour «,, «. Si? est un nombre quelconque inférieur 
à «, il y a des nombres de la suite «,, «,,... supérieurs à ?; soit c, l'un d'eux. 
La proposition a lieu, par hypothèse, pour 3, «,. Donc elle a lieu pour jp, «. 

La proposition est done établie. 

On en conclut immédiatement l'extension suivante: Soit 9,, J,,... y des 


nombres ordinaux en nombre fini, tels que 
DE BA d e dus 


Si on considère les suites normales déterminant respectivement les ensembles dé- 
durs Zee), WR) (Pay R3,)s il y a un entier n tel que, pour 4 > n, 
on a: 


JA Cp ie KGa (Eig) ke an EG (Ep 


m 


71. Je dis que, étant donnée une fonction f sur un ensemble fermé, si, dans 
l'application. du procédé qui vient d’être exposé, on aboutit à un ensemble déduit 
(Py, R5) tel que f est de classe < x sur Rs, f est de classe <3 sur P. 

Résumons les conditions de la question. 


> 


On a des ensembles déduits de P correspondant aux nombres ordinaux < ÿ: 


(1) ODER ATU. POY GS END 


(2) (4... ee Cay lth) 
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(3) PES EEE MER AEST 2 


Soit A un point de P; on a P,— P; si A ne fait pas partie de P;, il y a des 
ensembles de (3) qui ne contiennent «pas A; soit y le plus petit indice de ces 
ensembles; y ne peut étre de deuxiéme espéce, car alors tous les ensembles (3) 
d'indice < y devraient contenir A, et comme P, contient les points communs à 
tous ces ensembles, P. contiendrait A; donc y est de premiére espéce et a un 
précédent «: A fait partie de P,, sans faire partie de P,,;. On peut dire que 
tout point A de P fait partie, d'une manière bien déterminée, d'un ensemble P, — Pı+ı, 
(Pas n'existant pas si « — pP). 

Enfin on a des fonctions 


(4) Pos (Q5. Par--- PR 


telles que y, est définie sur À, et de classe < r; nous considérons en méme temps 
(4, sur P,, la valeur de y, en chaque point de P, étant, bien entendu, égale à 
la valeur de y. au point correspondant de R,. En un point A de P, — Pasi, 
On 19 ge 

L'ensemble déduit (P,, R.) est déterminé par la suite normale enveloppante: 


IR Us RE) cse 


h étant fixe, si on désigne par (?,, 9. ... 95) un groupe relatif a R., par Qa, »....%, 
l’ensemble des points de P, correspondant aux points de A, contenus dans 
(Bis ss... 37), on sait que le système K, (P.) est constitué par tous les ensembles 
fermés Q^,, 3,...3,. qui n'ont deux a deux aucun point commun. 

La fonction y, est de classe < 1 sur R,; on peut done (Ch. III), attacher à 
tout groupe (7,, 2,,.../1) relatif à E, un nombre déterminé @;, ;,... ;, tel qu'on 
ait la condition suivante: 

Etant donné un point de R,, soit B —(9,. 2,.... 94. ...), le nombre q (B) 
est la limite de la suite: 


Opie Opn SHORTS 


Considérons le systeme K;(P,); nous designerons par W,7 une fonction qui 
sera définie sur chacun des ensembles dont se compose K;(P,), de la manière 


suivante: sur l'ensemble Q°>, »,... on a: 


Bho 
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Ainsi nous définissons: %,, sur chacun des ensembles de X, (P,), Wo,» sur 
chacun des ensembles de Ä,(P.),... Wa, sur chacun des ensembles de K;,(P,),... 
Si À est un point de P,, A appartient à tous les systèmes K;(P,); en dé- 
signant par B=(P,, 9,,... 91, ...) le point de À, correspondant à A, A appar- 
tient aux ensembles Q°3,, aa: - an »,.. 


J, >. Done on a: 


Us (CANO) ae Bh 


d’où, par suite: 


(5) him Us (A) = pa (B) = pa (A). 


h=n 


Cela pose, rangeons les nombres ordinaux < en une suite dénombrable: 


Vis Vos Vase Yns es 
formons les suites limitées: 
71 
419 42 
(6) 
4/1? 429 m 


que nous écrivons ensuite dans l’ordre naturel de grandeur: 


di, e 


01,2, 02,2 


di, ns à», ny. On, n 


de tele sorte que l'ensemble des nombres de la »"* ligne de (7) est identique à 
l'ensemble de nombres 7,, 7,,...y,, et que de plus on a: 


(8) dre < do, TS << On, n- 


> 


De plus, tout nombre < fait partie, quand n dépasse une certaine valeur, de 
l'ensemble de nombres (8). 

D'aprés la remarque du $ 70, si on considère les n ensembles déduits cor- 
respondant aux indices: din, 02,.,---0n,n, 1) existe un entier 4, tel que pour 


h=i, on a: 


(9) Ky, (Po, 2) = Ky, (Pos 3) ZU cs Ky, (Ps 


nm 
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Remplacons les nombres 4,, 4,,...4n,... ainsi obtenus par des nombres ji, u,, 
-Un,... tels que u, > 4, et tels qu'on ait en outre: 
(1o) WOE US sro Ks, Koc 


Les conditions (9) sont vérifiées pour / > u„, de sorte qu'on a: 


(II) Ku, (Bite) > K,, (Pos 5) = sg: > Ku, Bon ae 


n 
Nous allons définir sur P une suite de fonctions f,, f,,...f,,... tendant 
vers f. Nous définirons f, comme il suit. 
JN. F2 , a 1 a 1 i 
Désignons par P — K,,(Ps,,) l’ensemble des points de P qui ne font pas 
partie du premier systeme (11), par K,, (Po, ,) — K,, (Po, „) l'ensemble des points 
qui appartiennent au premier de ces systèmes sans appartenir au second, ete... 
Nous prendrons: 


Sur I9 — Jon Uis Je if z—— (Jte 
Sur Ky, (Po, E) NA Ku, (Po, 3 In = Woy, n?! 


n° 


Sur Ku, (Pos, n) re K,, (Pos, 2): f. = Poo n? Un° 


en 


Q ud LI — 
Sur cA Pans fr ein: 


Je dis que f, est de classe <2 sur P. D’abord, sur chaque ensemble du 


dernier systéme (11), soit K,, (Po f est constante, donc de classe < 2. Ad- 


n, n) 
mettons que f, soit de classe < 2 sur chaque ensemble du A"* système (rr); con- 
sidérons alors un ensemble bien déterminé du (4 — r)"* systeme (rr), soit Q; 
d'aprés la définition (12), f, est égale, sur Q, à une constante, sauf aux points 
qui font partie du A" système; or ces points constituent, dans l'ensemble Q, 
une infinité dénombrable d'ensembles fermés, sur chacun desquels, d'aprés la 
proposition admise, f, est de classe < 2; done, par application du théoréme du 
$ 48, f, est de classe <2 sur Q. En remontant ainsi de proche en proche, on 
établit que f, est de classe <2 sur chacun des ensembles du premier système 
(ir) et aussi sur P, par une derniére application du méme théoréme. Ainsi f, 
est de classe < 2. 
Je dis qu'en tout point 4 de P on a: 


an, (Ge yes ee 


On a vu qu'il y a un nombre « € à bien déterminé tel que À fait partie de P, 
et ne fait pas partie de P,4;. On a: 


Sur la représentation des fonctions discontinues. 175 
f (A) = pa (A). 


Des que n dépasse une certaine valeur n,, « et «+ 1 font partie de l'en- 
semble des nombres (8), de telle sorte qu'il y a, dans (11), deux termes consécu- 
tifs qui sont 

Ku, (P4) > Ku, (Baer): 


A fait partie de P,, par suite de tous les K,,, (P,); ne faisant pas partie 
de Pus, il ne fait pas partie de tous les ensembles X;(P,,1); donc, dés que A 
dépasse une certaine valeur q, A ne fait pas partie de A, (P.41); on aura i,» q 
dés que n dépassera une certaine valeur »,. Soit n' le plus grand des entiers 
n,, 2»; la condition » > n' entraîne les conséquences suivantes: 

Il y a, dans la suite (11), deux termes consécutifs, dont le premier est 
K,,, (Pa), le second K,, (Par): de plus, A, qui fait partie de K,, (P4), ne fait 
pas partie de K,,(P,4:). Done, d’après la definition (12), pour toute valeur de 
n>n, on a: 

fn (A) = Yo, (A). 


Le raisonnement est évidemment valable pour le cas de « — ?, auquel cas 
l'ensemble P,,; n'existe pas. 


Quand 2 croît indéfiniment, il en est de méme de #,, on a done, d’après (5): 
lim f, (A) — lim v, (A) =a (4) — f (A). 


Ainsi f est la limite de f, sur P. Comme f, est de classe < 2, f est de 
classe € 3. 


NOTE. 


Je signale, comme travaux se rapportant à des questions connexes à celles qui sont 
étudiées dans le présent mémoire: 

H. Lepesaue: Sur les fonctions représentables analytiquement (Journal de mathéma- 
tiques, 1905). 

M. Frecner: Sur quelques points du calcul fonctionnel (Thèse, Paris, 1906, et Rendi- 
conti del Circolo matematico di Palermo.) 
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UBER EINE VERMEINTLICHE ANTINOMIE DER MENGENLEHRE. 


BRIEF AN DEN HERAUSGEBER 
VON 


A. SCHOENFLIES 


in KÖNIGSBERG I PR. 


Im letzten Band Ihrer Acta! drucken Sie einen Brief von I. RicHARD ab, 
der auf eine neue mengentheoretische Antinomie hinweist. Seinen Ausfiihrungen 
hat sich inzwischen auch Porncar® angeschlossen.” Um so mehr habe ich den 
Wunsch, darauf hinzuweisen, dass hier keine Antinomie, sondern eine Liicke in 
der Beweisfiihrung vorliegt. Da Sie einer der Ersten waren, die durch Benutzung 
der mengentheoretischen Resultate einem ganzen Wissensgebiet neues Blut und 
neues Leben eingeflösst haben, so bin ich überzeugt, dass diese Lösung Ihnen 
sehr erwünscht sein wird. Dreierlei ist zu bemerken. 

1) Herr RicHarp hat den Beweis, dass die von ihm betrachtete Menge ab- 
zählbar ist, gar nicht erbracht; sie ist es auch nicht. Sie wird es erst dadurch, 
dass er infolge einer stillschweigenden Annahme nur mit einer Teilmenge aller 
endlich definierbaren Dezimalbrüche operiert. 2) Auch seine Auflösung der Anti- 
nomie bedarf der Kritik. 3) Endlich sind Antinomieen dieser Art der Mengen- 
lehre keineswegs eigentümlich. 

1. Zunächst eine Vorbemerkung. Nach der RicHanp'schen Argumentation 
würde man schliessen können oder müssen, dass Alles, was wir durch eine end- 
liche Zahl von Worten definieren können, abzählbar ist. Ich zweifle nicht, dass 
Sie dies für unrichtig halten. Benutzt doch jede Definition eines mathematischen 
Objectes nur eine endliche Zahl von Worten; die Gesamtheit dieser Objecte ist 
aber nicht abzählbar. Die Erklärung ist sehr einfach. Man kann nämlich durch 





! Bd. 30, S. 295. 
* Revue de métaphysique et morale, 1906. 
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eine und dieselbe Definition unendlich viele mathematische Objecte definieren, ja 
sogar eine Menge der Mächtigkeit c. Die Worte — »Man bilde eine Funktion f(x) 
im Intervall o<x&<ı in der Weise, dass man der Funktion für jeden Wert von 
x denselben Wert beilegt» — bilden eine wohl definierte Vorschrift und definieren 
eine Funktionsmenge der Mächtigkeit c. 

Damit ist die Lücke der RicHarn’schen Beweisführung bereits aufgedeckt. 
Sein Beweis beruht nämlich auf der stillschweigenden Voraussetzung, dass jede 
Definition nur je einen Dezimalbruch bestimmt. Er denkt sich nämlich die Menge 
aller Definitionen nach der Zahl der in sie eingehenden Buchstaben geordnet und 
führt dann fort: Soit w, le premier nombre défini par un arrangement, u, le se- 
cond, u, le troisième etc. On a ainsi, rangés dans un ordre déterminé, tous les 
nombres définis à l'aide d'un nombre fini de mots. Donc ils forment un ensemble 
dénombrable.! : 

3. Um seinen Widerspruch abzuleiten, benutzt Herr RicHARD die bekannte 
Cantor’sche Methode, die den einfachsten Beweis für die Nichtabzählbarkeit des 
Kontinuums liefert. Er argumentirt folgendermassen. Ist 

ZEN. 01) 029 300 (ima $55 
die geordnete Menge unserer Dezimalbrüche, so kann man einen neuen Dezimal- 
bruch Ó'so bestimmen, dass seine rite Ziffer die »:te Ziffer von 0, zu 9 ergänzt.” 
Durch diese Vorschrift, die @ heissen möge, ist 0’ endlich definiert; andererseits 
ist 0’ von jedem 0, verschieden, also in ./ nicht enthalten. Wir haben also nach 
RICHARD eine Antinomie. Sie werschwindet, sobald die Nichtabzählbarkeit von 
- bewiesen ist. Sie klärt sich aber auch in einfacher Weise auf, falls man sich 
auf Mengen / beschränkt, die tatsächlich abzählbar sind. Ich beweise zunächst 
das erste. 

3. Dazu bringe ich das Resultat der RicHharp’schen Argumentation zunächst 
in folgende widerspruchsfreie Form: 

Sei D — (d,} irgend eine abzählbare Menge endlich definierbarer Dezimalbrüche, 
so kann man duren eine endliche Definition einen Dezimalbruch bestimmen, der 
ihr nicht angehört. 

Ich nehme nun noch eine Modifikation dieser Definition vor und ersetze sie 
durch folgende, die ich @' nenne: 


Sei D eine abzählbare Menge endlich definierbarer Dezimalbrüche und 


' Materiell gehe ich auf den Begriff der endlich definierbaren Dezimalbrüche zunächst nicht 
weiter ein; ich komme weiter unten (Nr. 9) auf ihn zurück. 
* Ich habe die Ricrarn'sche Definition im Interesse der Kürze etwas abgeändert. 
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D'=(d',\ eine unendliche Teilmenge von D.! Man bestimme mit ihr einen Dezi- 
malbruch d" in der Weise, dass man die »:te Ziffer von d', zu 9 ergänzt, so ist 
auch d" endlich definiert. 

Von dieser Definition G' werde ich sofort beweisen, dass die Menge der Dezi- 
malbrüche, die durch sie definiert wird, die Mächtigkeit c besitzt. Der Einfach- 
heit halber führe ich den Beweis für Dyalbrüche. 

4. Ich definiere zunächst auf Grund einer einzigen Definition eine abzähl- 
bare Menge D = {d,} von Dyalbrüchen. Sie lautet: 

Man bestimme einen Dyalbruch d so, dass seine »:te Ziffer Eins ist, und 
jede andere Ziffer gleich Null. 

Auf diese Menge D wende ich nun die oben angegebene Definition G' an, 
bestimme also, wenn D'—{d',} eine Teilmenge von D ist, einen Dyalbruch 4" in 
der Weise, dass seine »:te Ziffer die v:te Ziffer von d', zu r ergänzt. 

Von der Menge D" = ({d'\ dieser Dyalbrüche beweist man nun leicht, dass 
sie die Mächtigkeit c hat. Um dies nachzuweisen, genügt es zu zeigen, dass man 
zu jedem beliebigen Dyalbruch 9, der nicht der abzählbaren Menge D angehört, 
eine geeignete Menge D! = (d',j so bestimmen kann, dass die auf sie angewandte 
Vorschrift G' als Dyalbruch 4" den Dyalbruch 0 liefert. 


Sei also 
Gems CE S Godd Cingo da 


ein solcher Dyalbruch, so kann «, den Wert o oder r haben. Ist «,— 0, so muss 
die »:te Ziffer von d', eine Eins sein. Damit ist alsdann d', bestimmt. Die Menge 
aller dieser Dyalbrüche {d',\, also aller derjenigen, für die «, — o ist, möge noch D, 
heissen. Ist zweitens «,— r, so muss die v:te Ziffer von d', eine Null sein. Dann 
kann man noch auf mannigfache Art den Dyalbruch d', so wählen, dass er nicht 
zur Menge D, gehört.” Wir können daher die Menge D'— (d',j so bilden, dass 
der durch die obige Vorschrift bestimmte Dyalbruch d" mit 0 übereinstimmt. 
Damit ist der Schlusstein der Deduktion vorhanden; wir haben eine endliche 
Definition aufgestellt, die eine nicht abzählbare Menge von Dyalbrüchen bestimmt. 
5. Die Analogie mit solehen Mengen, bei denen sonst aus der Endlichkeit 





! Die Reihenfolge der d'» bleibt willkürlich. 

2? Eine solche Möglichkeit ist z. B. die folgende. Zunächst beachte man, dass jeder Dy- 
albruch, der nicht zur Menge D gehört, mehr als eine Eins enthält. Enthält er eine endliche 
Zahl, so kann man in der Weise verfahren, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei in ö die vite, 
die vs:te und die v;:te Stelle eine Eins, und alle übrigen Stellen gleich Null. Dann wähle man 
dy, du, d'ys, so, dass — in zyklischer Vertauschung — die vs:te, vite, vı:te Stelle von ihnen 
eine Eins ist. Falls aber 9 unendlich viele Einsen enthält, so teile man sie in Paare von je 
zwei konsekutiven. Stehen die beiden ersten an der 1,:ten und w:ten Stelle, so wähle man d^, 
und d'( so, dass — in einfacher Vertauschung — die »:te und »,:te Stelle von ihnen eine 
Eins ist, und mache das gleiche für je zwei konsekutive Einsen. 
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gewisser Vorschriften auf die Abzählbarkeit der Menge geschlossen wird; ist hier 
nämlich nur eine scheinbare. Ein Dezimalbruch Ó hat unendlich viele Ziffern, 
seine Bestimmung erfordert also eine Belegung unendlich vieler Stellen. Die end- 
liche Definition eines jeden Dezimalbruchs enthält daher an sich immer unendlich 
viele Bestimmungsvorschriften, und hier ist die Stelle, an der die Analogie zerreisst. 
Offenbar ist dies der Umstand, den RICHARD übersehen hat. Denn die Möglich- 
keit, mit einer endlichen Zahl von Worten eine unendliche Menge von Defini- 
tionsmerkmalen auszudrücken, führt auch zu dem Resultat, dass man — natur- 
gemäss durch Verwendung geeigneter Worte — durch eine und dieselbe Definition 
unendlich viele Dezimalbrüche, je sogar eine nicht abzählbare Menge definieren kann. 

6. Ich gebe noch einen zweiten Beweis für die Nichtabzählbarkeit der 
Menge 4. Er stützt sich auf die Theorie der Unendlich und knüpft an das von 
Harpy abgeleitete Resultat an, dass man aus dem Kontinuum eine Menge der 
Mächtigkeit N, herausheben kann.! 

Die Bestimmung einer solchen Menge kann am einfachsten durch folgende 
Definition geschehen: Sei 


(0729 (oo EEE Tro d 


eine Folge ganzer Zahlen, und f(x) eine monoton ins unendliche wachsende ste- 
tige Funktion. Sei ferner 


und seien die Zahlen a, so gewählt, dass a, die kleinste ganze Zahl ist, die grós- 
ser ist als $,. Man bilde nun einen Dyalbruch in der Weise, dass er unendlich 
viele Nullen enthält und zwischen der v:ten und (» + r)ten Null a, Einsen.? 

Der so definierte Dyalbruch ist endlich definiert. Da es nun eine nicht ab- 
zählbare Menge monotoner stetiger Funktionen mit wachsendem Unendlich gibt, 
so wird durch die vorstehende Definition eine nieht abzáhlbare Menge endlich 
definierbarer Dyalbrüche bestimmt. 

7. Herr RicHARD gibt folgende Erklärung seiner vermeintlichen Antinomie. 
Er schreibt: Le Groupe G? existera dans mon tableau. Mais à la place qu'il 
occupe, il n'a pas de sens. Il y est question de l'ensemble 7 et celui-ci n'est 
pas encore défini. Il devrait donc le biffer. Le groupe G n'a pas de sens que 
si l'ensemble 4 est totalement défini et celui-ci ne peut l'étre que par un nombre 
infini de mots. Il n’y a done contradiction. 





* Quart. Journ. of math. 35 (1903) p. 87. 
* Vgl. auch F. Havsporrr, Leipz. Ber. 59 (1907) p. 155. 
* d. h die Buchstabengruppe, die die Definition @ enthält. 
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Auch dies veranlasst mich zu einer kritischen Bemerkung. Zuvor bemerke 
ich, dass die Richard’sche Auflösung schon deshalb versagen muss, weil sie von 
der Abzählbarkeit der Menge / ausgeht. Meine eigene Erklärung beruht auf der 
Analyse aller vorhandenen Möglichkeiten; dabei sehe ich übrigens von der spezi- 
ellen Bedeutung der Menge ./ ab, nehme aber naturgemäss an, dass ./ eine 
widerspruchsfrei definirte Menge ist. Im Sinn der Richard'schen Argumentation 
nehme ich ferner zunächst an, dass G eine zur Menge 4 gehörige Vorschrift ist. 
Dann sind für die Beziehung von 4 und G zu einander nur folgende zwei Fülle 
möglich. Erstens kann 7 tatsächlich abzählbar sein. Dann läuft die Vorschrift 
von G darauf hinaus, ein von allen Elementen von .4 verschiedenes Element ein- 
zuführen, das ebenfalls zur Menge 7 gehört; sie ist daher in sich widerspruchsvoll, 
und der Endwiderspruch der Argumentation beruht hierauf. Ist aber ./ nicht 
abzählbar, so enthält die Vorschrift G keinen materiellen Widerspruch; in diesem 
Fall stellt vielmehr die RicHARD’sche Argumentation einen richtigen indirekten Be- 
weis dar, aus dem die Nichtabzählbarkeit von 4 zu schliessen ist. Er ist mit 
dem klassischen Beweis identisch, mit dem CanTor die Nichtabzählbarkeit des 
Kontinuums beweist. Jeder indirekte Beweis hat diesem Character. Der Schluss, 
der also zu ziehen war, ist die Nichtabzählbarkeit von 4. 

8. Da ich meine, nicht ausführlich genug sein zu kónnen, so frage ich noch, 
wie die Dinge liegen, wenn man nicht die gesamte Menge 7 ins Auge fasst son- 
dern nur, wie oben in 4) die abzählbare Teilmenge D, und die Definition G auf sie 
bezieht. Die so modifizierte Definition G' ist, wie unser Beispiel in 4) zeigt, nicht 
widerspruchsvoll. Ja, eine an sich widerspruchsfreie Definition, die sich auf un- 
endlich viele Dezimalbrüche bezieht, kann sogar bei dem Rrcnanp'schen Verfahren 
vorher auftreten, ehe diese unendlich vielen Dezimalbrüche sämtlich definiert sind, 
ohne dass sie deshalb widerspruchsvoll wird (Nr. 10). In der Tat hat die Reihenfolge, 
in der die Definitionen sich einstellen, gar keine Bedeutung, wenn nur ihre Ge- 
samtheit in sich widerspruchsfrei ist. Wird es verlangt, so kann man sie so 
umordnen, dass keine Definition sich auf solche bezieht, die ihr folgen; der Ord- 
nungstypus wird naturgemäss transfinit. ; 

9. Ich. gehe nun zu dem eigentlich RıcHAarn’schen Fall über, nehme also 
an, dass jede Definition nur einen Dezimalbruch ö bestimmt; doch gelten die fol- 
genden Schlüsse auch für den Fall, dass jede Definition eine höchstens abzählbare 
Menge von Dezimalbrüchen bestimmt. 

Auch in diesem Fall kann ich der RicHarp’schen Argumentation nicht bei- 
treten. Um die Quelle des Widerspruchs aufzudecken, weise ich vielmehr auf die 
dritte Möglichkeit hin, die für die Beziehung von / und @ zu einander noch Platz 
greifen kann. Auch sie erörtere ich zunächst nur in allgemeiner Form; sie be- 
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trifft den Fall, dass sowohl 7 als G materiell widerspruchsfrei sind. Ist nämlich 
eine Menge ./ tatsächlich abzählbar, so kann ein Endwiderspruch bei dem 
RıcHarp’schen Verfahren auch so entstehen, dass die Vorschrift G zwar materiell 
widerspruchsfrei ist, aber nicht mehr unter den Begriff fällt, für den die Abzähl- 
barkeit bewiesen ist, so dass das ihr zugehörige Element der Menge 4 gar nicht 
angehört. Eine weitere allgemeine Möglichkeit ist für die Beziehung von 4 zu @ 
nicht vorhanden. So und nicht anders muss daher der Endwiderspruch in dem 
Fall verursacht sein, dass man den Begriff der endlichen Definirbarkeit seines 
umfassendsten Inhalts zu entkleiden und auf solche Definitionen zu beschränken 
vermag, die eine endliche oder abzählbare Menge von Dezimalbrüchen festlegen, 
und daher zu abzählbaren Gesamtmengen führen. Der so gefasste Begriff der 
endlichen Definirbarkeit enthält dann einen gewissen engeren Inhalt — auf dessen 
Erörterung ich hier nicht eingehe — und diese Inhaltsbeschränkung muss bewir- 
ken, dass die RıcHarp’sche Vorschrift G nicht mehr unter diejenige engere De- 
finition fällt, für die die Abzählbarkeit nachweisbar ist. Es muss also ein ähn- 
licher Gegensatz vorliegen, wie zwischen den Dezimalbrüchen mit einer endlichen 
Zahl von Null verschiedener Stellen und den übrigen, für die, analog wie bei der 
Vorschrift @, eine unendliche Menge von Stellen festzulegen ist, und deren Ge- 
samtheit daher nicht abzählbar ist. Hierin ist die Auflösung der vermeintlichen 
Antinomie in dem Ricuarp’schen Fall zu erblicken. 

Zusammenfassend kann ich mich also folgendermassen aussprechen. Aus 
einem richtigen Urteil von der Form: »Dem Begriff A kommt die Eigenschaft 
33 zu» kann mittels des Satzes: »Das Object A fällt unter den Begriff 30» durch 
sonst richtige Schlüsse nur so ein Widerspruch abgeleitet werden, dass das Object 
4 entweder widerspruchsvoll definirt ist oder aber zwar widerspruchsfrei, aber 
nicht unter den Begriff A fällt. 

10. Herr RicHARD sieht die Auflösung der Antinomie darin, dass sich die 
Definition @ auf die gesamte Menge / seiner Dezimalbrüche bezieht; er nimmt 
nämlich an, dass jede Definition dieser Art in seiner Tabelle zu streichen ist, da 
sie an der Stelle, an der sie auftritt, keinen Sinn habe. Aber im Gegensatz zu 
ihm muss ich diese allgemeine Notwendigkeit verneinen. Allerdings befinde ich 
mich damit auch im Gegensatz zu Poincaré, der in diesem RıcHarp’schen Argu- 
ment die Erklärung der mengentheoretischen Antinomie erblickt. Wenigstens 
bedarf der Sinn der RıcHArp’schen Worte einer näheren Präeisirung, die ich 
selbst nicht aus ihnen herauszulesen vermag. Ich werde daher an einem Beispiel 
beweisen, dass eine Definition, die an endlicher Stelle erscheint, und sich auf die 
Menge 4 selbst bezieht, trotzdem nicht widerspruchsvoll zu sein braucht. Sie 
wird es erst, wenn sie sich auf jedes einzelne Element der Menge bezieht. Beides 
ist nicht identisch. 
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Dazu betrachte ich eine spezielle Menge 
Velen rco e Cine 


von Definitionen von folgender Art. Die Definitionen G,, G,,...Gi-1, Go4i,--- 
sind widerspruchslose Definitionen, von denen sich keine auf die gesamte Menge 
($ bezieht, nur G, soll sich auf die Menge G beziehen; der Einfachheit halber 
nehme ich nur eine einzige Definition dieser Art in ($ an. Dann braucht @, 
nicht widerspruchsvoll zu sein. 

Ehe ich dies beweise, weise ich darauf hin, wie überhaupt eine Definition 
beschaffen ist, die einen unendlichen Dezimalbruch bestimmen soll. Sie kann 
erstens von der Art sein, wie die unter 4) genannte, so dass sie die »:te Ziffer 
für jedes » unmittelbar bestimmt; sie kann zweitens von der Art sein, dass es 
möglich sein muss, jede beliebig herausgegriffene »:te Ziffer, durch ein endliches 
Verfahren festzulegen. So ist es auch bei RicHarp. Mehr verlangen, heisst nicht 
nur die Mengenlehre überhaupt beseitigen, sondern noch vieles andere ausserdem. 

Ich nehme nun an, v sei eine ungerade Zahl und gebe der Definition G, fol- 
genden Inhalt. Sie soll einen Dezimalbruch à' so bestimmen, dass seine w:te 
Stelle mit der u:ten Stelle des Dezimalbruchs 02, übereinstimmt, der durch die 
Definition G2, bestimmt wird. Diese Definition bezieht sich auf die Menge G selbst, 
und ist doch widerspruchsfrei. Sie ist es, weil sie auf @,, d. h. auf sich selbst 
keinen Bezug nimmt. Nur eine Definition, die auf jedes Element der Menge, 
also auf sich selbst Bezug nimmt, wird immer widerspruchsvoll sein. 

11. Endlich noch eine Schlussbemerkung. Der RicHarp’sche Brief beginnt 
mit den Worten, dass man in der Mengenlehre zu Antinomieen kommen kann, 
ohne an die wohlgeordneten Mengen anzuknüpfen. Dies ist gewiss richtig; es ist 
aber keine Besonderheit der Mengenlehre. Der RicHARD'sche Weg ist überall gang- 
bar. Überall wird man im Stande sein. in der Weise, wie es am Schluss von 
Nr. 9 ausgeführt ist, aus einer richtigen Voraussetzung ihr kontradiktorisches Ge- 
genteil abzuleiten. Will man der Rıcmarp’schen Argumentation eine gewisse Son- 
derstellung zugestehen, so wäre es höchstens so zu begründen, dass sie im Ge- 
wande eines, klassischen mengentheoretischen Verfahrens auftritt und deshalb 
zunächst als widerspruchsfrei erscheinen konnte. 


! Die Forderung, sich auf das Endliche zu beschränken, hat bisher kein Mathematiker 
praktisch erfüllt; er hat sie hóchstens theoretisch gestellt. 
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Nachschrift. 


Die vorstehende Note wurde im April 1907 niedergeschrieben, unter dem 
unmittelbaren Eindruck des RrcHanp'scehen Artikels, den ich damals erst kennen 
lernte. Sie sollte eine Kritik des Artikels geben, ohne auf den zu Grunde ge- 
legten Begriff der endlichen Definirbarkeit materiell einzugehen. 

Bei der Korreetur meiner Note empfinde ich jedoch die Notwendigkeit, 
dies nachzuholen; in der That lässt sich die kritische Analyse des Beweisganges 
sonst in befriedigender Form nicht vollständig durchführen. Dem habe ich in 
der neu eingefügten Nr. 9. Rechnung getragen. Das übrige habe ich sachlich 
nicht geändert.! 


* Der Inhalt meiner Note war in sehr knapper Form bereits im Zweiten Teil meines 
mengentheoretischen Berichts (Leipzig 1908, p. 29) enthalten. Er hat inzwischen eine kritische 
Bemerkung von G. Hrssexgere veranlasst (Jahresb. d. D. M. V. Bd. 17, p. 145 ff.); leider ehe 
die obige ausführliche Darstellung erschienen ist. 


SUR LES ENSEMBLES FINIS ET LE PRINCIPE DE L'INDUCTION 
COMPLETE. 


PAR 


E. ZERMELO 


A GÖTTINGEN. 


1. Introduction. 


Le principe de l’induction complète est-il démontrable ou non? Voila une 
question qui dans ces dernières années a préoccupé beaucoup d'esprits. Dans 
plusieurs articles de la Revue de Métaphysique et de Morale! M. PoINCARÉ a 
défendu la these que ce principe est un jugement synthétique a priori; d’autres 
auteurs comme MM. CoUTURAT, RussELL et WHITEHEAD ont soutenu le contraire 
et présenté des démonstrations du principe en question. 

Le principe de l'induction permet de démontrer des théorèmes sur les 
nombres finis en raisonnant de » à » +1. La question dépend par suite de la 
facon dont on définit le nombre fini. Or pour moi tout théoréme que l'on 
énonce pour des nombres finis n'est rien d'autre qu'un théoréme sur les ensem- 
bles finis; il faut done avant tout définir ce qu'on entend par là. 

On a proposé plusieurs définitions des ensembles finis. On peut par exem- 
ple avec DEDEKIND? prendre pour base la transformation d'un ensemble en lui- 
méme; on peut aussi en se servant des idées de CANTOR* partir de la notion 
des ensembles bien-ordonnés. Il faudrait montrer que toutes ces définitions 
peuvent étre ramenées l'une à lautre; c'est ce que je me suis proposé de faire 


dans cet article. A cet effet je me suis appuyé sur les notions fondamentales 


1 13e Année N:o 6, 142 Année N:o I, N:o 3. 
? Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1888. 
* Mathematische Annalen vol. 49 p. 207. 
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de DEDEKIND et de Canror tout en les énonçant encore une fois pour la com- 
modite du lecteur. Je serais heureux si ces considerations pouvaient contribuer 
à bien mettre en évidence l'utilité qu'ont, pour l'étude des fondements des 
»vraies mathématiques», les notions et les méthodes de la théorie des ensembles. 

J'ai pu éviter dans les démonstrations l'emploi de l'axiome de DEDEKIND! 
qui présuppose l'existence d'ensembles infinis; mais j'ai cru au contraire pouvoir 
recourir au principe du »choix arbitraire»? pour la démonstration du théoréme IV. 


2. Définitions fondamentales. 


Nous appellerons »chaine simple»? un ensemble M qui jouit de la propriété 
suivante: I] existe une correspondance univoque et réciproque entre, d'une part, 
les éléments de M, sauf peut-étre l'un d'entre eux que nous nommerons le der- 
nier et, d'autre part, les éléments d'une partie de M, soit M', qui ne contient 
pas l'un des éléments de M (le premier); cette correspondance ne permettant 
pas la division de M en parties séparées. Deux parties de M sont dites »sépa- 
rées» par rapport à une certaine correspondance lorsqu'aucun élément de l'une 
n'a son image dans l'autre et réciproquement. 

Un ensemble est appelé »fini», si tous ses éléments font partie d'une chaine 
simple contenant un dernier élément. Si au contraire une chaine simple n'a pas 
de dernier élément, l’ensemble qui contient tous ses éléments est nommé »dé- 
nombrable». 

La définition proposée pour les ensembles finis exprime d'une facon précise 
ce que M. PorwcanRÉ entend, en définissant les nombres finis »par récurrence» 
ou »par des additions successives». En effet, les éléments d'un ensemble sont 
définis »successivement» lorsque chaque élément (sauf le premier) est déterminé 
par le précédent. Il faut done qu'il y ait une correspondance telle qu'à chaque 
élément — à l'exception du premier ou du dernier — corresponde un autre élé- 
ment de lensemble. Mais cela ne suffit pas; la correspondance supposée ne ser- 
virait à rien, s'il n'y avait pas enchainement entre les diverses parties de la 
série, ou en termes plus précis, s'il existait ce que nous avons appelé des »par- 


ties séparées». 


1 DEDEKIND, |. c. 66. 

? Zermeno, Math. Ann. vol. 59 p. 514. 

? La notion de »chaine> est due à DkpxkiND (l. c. 37), mais sa définition des ensembles 
finis differe beaucoup de la mienne. Voir cet article N:o 6. 
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3. L’induetion complète appliquée aux membres d'une chaîne simple. 


Théorème I. Si M est une chaîne simple, tout sous-ensemble de 47 conte- 
nant le premier élément e ainsi que les images de tous ses éléments est identique 
à M lui-même. 

Il en résulterait que toute propriété du premier élément qui, si elle est 
vraie pour un élément quelconque est vraie aussi pour son image, s'étend à tous 
les éléments de l’ensemble. 

Démonstration. Soit M, la partie commune de tous les sous-ensembles M, 
de M qui contiennent e et les images de chacun de leurs éléments, et soit 
R— M — M, l'ensemble complémentaire. Alors tous les éléments de M, ont leurs 
images en M, puisque ces dernières sont communes à tous les ensembles M,. La 
réciproque est également vraie: à l'exception de e tout élément de M, est image 
d'un autre, car autrement on pourrait supprimer en M, un élément différent de 
e et ne jouissant pas de cette propriété; l'ensemble restant serait encore un M,, 
ce qui est contraire à la définition de M,. Il en résulte qu'aucun élément de 
M, ne peut être l’image d'un élément de R et réciproquement; les parties M, 
et R seraient done séparées à moins que M, ne soit identique à M. 

C'est la définition de l'ensemble M, (»la chaine de l'élément e» d’après 
DEDEKIND l. c. 44) que M. Poincaré! a rejetée comme »non-prédicative» dans 
ma démonstration du théorème de BERNSTEIN. Mais MM. RvusskELL? et PEANO? 
ont déjà fait à l’argumentation de M. PorNcARÉ certaines critiques qui me pa- 
raissent justifiées. (Voir le dernier alinéa du N:o 6.) 


4. Les ensembles doublement bien-ordonnés. 


Rappelons qu'un ensemble est dit »ordonné» lorsqu'une prescription permet 
de distinguer lequel de deux éléments quelconques a et b précéde et lequel suit 
l’autre. Un: ensemble est dit »bien-ordonné» lorsqu'en plus chacun de ses sous- 
ensembles posséde un »premier élément» et un seul c'est-à-dire un élément qui 


précéde tous les autres. 


! Revue de Métaphysique et de Morale 142 Année p. 315. 
? Rev. d. Met. e. d. Mor. 14€ Année p. 632. 
® Revista de Matematica VIII N:o 5 p. 152. 
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Definition. Nous dirons qu'un ensemble est »doublement bien-ordonné» lorsqu'il 
est bien-ordonné et lorsque chacun de'ses sous-ensembles possède non seulement 
un premier mais aussi un »dernier» élément c’est-à-dire un élément qui suit tous 
les autres. 

Théorème II. Tout ensemble fini M peut être doublement bien-ordonné et, 
réciproquement, tout ensemble doublement bien-ordonné est fini. 

Démonstration. Supposons que l’ensemble fini M soit une chaîne simple 
dont le premier élément soit désigné par e et le dernier par w. Nous allons 
montrer que tout élément a de M définit un ensemble Æ (a) doublement bien- 
ordonné commençant par e, finissant par a et tel que chaque élément x! de Z (a) 
qui diffère de e soit l’image de l’element x immédiatement précédant. En effet le 
théorème est évident pour a — e et, s'il est vrai pour l'élément quelconque a, il 
est également vrai, comme nous allons le voir, pour son image a’. A cet effet 
considérons l'ensemble #(a) qui, par hypothèse, finit par a et ajoutons-y a’ comme 
dernier élément; nous obtenons de cette facon l'ensemble Z (a') exigé, doublement 
bien-ordonné et finissant par a’. On voit done, en s'appuyant sur le théorème I, 
qu'on peut considérer finalement l'ensemble EZ (uw). Cet ensemble Z (x) contient 
tous les éléments de JM; car il contient e, et, s'il contient un 2 different du 
dernier élément x, l'élément immédiatement suivant ne peut pas différer de 
l'image a’ de x. En d'autres termes l'ensemble M est doublement bien-ordonné. 

Soit d'autre part un ensemble M doublement bien-ordonné, commencant par 
e et finissant par «v. Alors on peut faire correspondre à chaque élément x, à la 
seule exception prés de u, l'élément immédiatement suivant z' et l'on obtient de 
cette facon, comme nous allons le voir, une chaine simple. En effet, si ce pro- 
cédé conduisait à des parties »séparées», une d'entre elles au moins ne contien- 
drait pas * et posséderait par hypothèse un dernier élément v, tandis que l’ele- 
ment immédiatement suivant v' figurerait dans la partie complémentaire. 


5. L'induetion appliquée aux ensembles finis. 


Théorème III. Soit une proposition démontrée d'une part pour tout en- 
semble contenant un seul élément et, d'autre part, pour un ensemble fini quel- 
conque chaque fois qu'elle est vraie pour cet ensemble diminué d'un de ses élé- 
ments; alors la proposition est vraie pour tous les ensembles finis. Voilà ce que 
l'on appelle le raisonnement de n à n +7. 

Démonstration. Étant donné un ensemble M, fini et doublement bien-ordonné, 
la proposition est tout d'abord vraie, par hypothèse, pour le segment Æ(e) de M 
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qui ne contient que le premier élément e. Si d’autre part elle est vraie pour 
un segment Æ (a) dont le dernier élément est a, et qui contient tous les éléments 
précédents, elle sera également vraie pour le segment Æ (a') qu'on obtient en 
ajoutant à # (a), comme dernier élément, l'élément a! suivant immédiatement a. 
En vertu du théorème I la proposition sera exacte pour tous les segments # (a) 
qui finissent par un élément quelconque de M, et en particulier pour # (u) = M 


Jui-méme; c’est-à-dire pour un ensemble fini quelconque. 


6. Caractère fondamental des ensembles finis. 


Définition. Deux ensembles M, N sont appelés »équivalents», si l'on peut 
établir une correspondance univoque et réciproque entre les éléments de l'un et 
ceux de l'autre. 

Théoreme IV. Un ensemble fini n'est équivalent à aucune des ses parties; 
et réciproquement tout ensemble jouissant de cette propriété est fini.! 

Démonstration. Pour démontrer la premiére partie du théoréme nous faisons 
d'abord voir que la proposition est vraie pour un ensemble fini M chaque fois 
qu'elle l'est pour l'ensemble M, que l'on obtient en supprimant dans M un élé- 
ment a. Supposons en effet qu'on ait établi une correspondance univoque et 
réciproque entre M et M', partie effective de M; désignons par a’ l'image de 
a et par M', l'ensemble des images des éléments de I. 

Au cas où M' ne contient pas a, l'élément a’ diffère de a, et M', qui ne 
contient ni a ni a’ est une partie effective de M,. 

Si au contraire a fait partie de J’ l'ensemble M, contient un élément p 
différent de a qui ne fait pas partie de M', et il y a encore deux cas à considérer. 

1°. a’ est identique à a, et M', qui ne contient ni a ni p est une partie 
proprement dite de 47;. 

2°. a diffère de a et de p, et a est contenu dans 17. Remplacons dans 
M', a par a’; nous obtenons de cette facon un ensemble 7/7 qui ne contient ni 
a ni p et qui est par conséquent une partie effective de M,. Soit b l'élément 
de M, dont.a est l'image; au moyen de notre substitution c'est à présent a’ qui 
en est l'image, et nous avons obtenu une correspondance univoque et réciproque 
entre M, et M. 

Done dans tous les cas, si M est équivalent à une de ses parties, M, le 


sera également. Mais l’impossibilite étant évidente pour un ensemble ne possé- 


1 ("est là la distinction de Dreprekinp (l. c. 64) entre les ensembles finis et infinis. 
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dant qu'un seul élément, en vertu du théorème III elle s'étend à tous les en- 
sembles finis.! 

Soit d'autre part M un ensemble quelconque qui ne soit équivalent à au- 
cune de ses parties. Nous pouvons admettre que cet ensemble est bien-ordonné 
en nous appuyant sur un théorème dont j'ai donné la démonstration.* Alors 
tout sous-ensemble M, de M doit contenir non seulement un premier mais aussi 
un dernier élément. Car autrement on pourrait établir une correspondance entre 
M, et une de ses parties en définissant comme image de chaque élément x de M, 
l'élément suivant z', c’est-à-dire le premier de tous les éléments de M, qui sui- 
vent x. L'ensemble M est done doublement bien-ordonné, c'est-à-dire, fini. 

La démonstration en question du théoréme »que tout ensemble peut étre 
bien-ordonné» est fondée sur »l?axiome du choix arbitraire» que l'on peut facile- 
ment ramener au suivant: Quand un ensemble S est divisé en parties A, B, C, ..., 
dont aucune n'est nulle, il existe toujours un sous-ensemble S, de S au moins qui 
contient un et un seul élément a, b, c,... de chacune des parties A, B, C,... C’est 
un axiome assez évident dont on s'est servi jusqu'à ces derniers temps presque 
sans opposition et qui n'a jamais conduit à un faux résultat. Tout récemment 
cependant MM. BoreEL? et Prano* l'ont rejeté dans tous les cas où l'en- 
semble S possède une infinité de parties. Sans doute, le principe en question 
est indémontrable, mais il est indispensable à certaines théories mathématiques. 
Il me semble, par exemple, impossible de démontrer le théorème précédent sans 
avoir recours à cet axiome explicitement ou implicitement!^ Et M. PorwcARÉ 
est tout à fait du méme avis quand il dit:* »L'axiome est «self-évident» pour 
les classes finies; mais s'il est indémontrable pour les classes infinies, il l'est 
sans doute aussi pour les classes finies qu'on n'en a pas encore distinguées à ce 
stade de la théorie; c'est done un jugement synthétique a priori sans lequel la 
«théorie cardinale» serait impossible, aussi bien pour les nombres finis que pour 
les nombres infinis.» 

Dans le méme article, M. PorxcARÉ a fait à ma démonstration une autre 
objection, analogue à celle dont nous avons parlé à l'art. 3, savoir qu'une de 
mes définitions serait »non-prédicative». J'ai discuté à fond cette critique dans 


1 Cette démonstration est due à Caxror (Math. Ann. vol 46, p. 490, D.). 


ZunwELo, Beweis dass jede Menge wohlgeordnet werden kann. Math. Ann. vol. 59. 

* Math. Ann. vol. 60 p. 194. 

* Revista de Matematica VIII N:o 5 § 1. 

5 DepekiNb dans sa démonstration du théorème équivalent (l. c. 8 14) s'en sert de méme 


2 


en considérant (159) une série de représentations simultanées @n. 
* Revue d. Met. e. d. Mor. 142 Année N:o 5 p. 313. 
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une note récemment parue.! Dans ce travail j'ai de plus réfuté les objections 
de MM. SCHOENFLIESS et BERNSTEIN qui n'admettent pas l'addition d'un seul 
élément à un ensemble bien-ordonné. 


7. Le type ordinal des nombres cardinaux finis. 


Théorème V. Un ensemble 7 dont tous les éléments sont des ensembles 
finis contient toujours comme élément au moins un ensemble # «de plus petite 
puissance», c'est-à-dire tel que chaque élément X de 7' possède un sous-ensemble 
équivalent à E. Et d'autre part: étant donné un ensemble fini Z, un ensemble 
T dont chaque élément X est un ensemble fini et équivalent à un sous-ensemble 
de Z contient toujours comme élément au moins un ensemble U «de plus grande 
puissance», c’est-à-dire tel que chaque élément de 7 soit équivalent à un sous- 
ensemble de U. 

En se servant de la notion des «nombres cardinaux finis» on peut énoncer 
le théoréme comme suit: tout ensemble de nombres cardinaux finis ordonné sui- 
vant leur grandeur est bien-ordonné et chaque segment de l'ensemble non iden- 
tique à l'ensemble total est doublement bien-ordonné. L'ensemble de tous les 
nombres cardinaux finis est done «dénombrable». 

Démonstration. Considérons un élément A quelconque de 7' que nous sup- 
poserons doublement bien-ordonné et faisons usage du théoréme que de deux 
ensembles bien-ordonnés l'un au moins est «semblable» à un segment de l'autre. ? 
J'appelle »segment» d'un ensemble bien-ordonné un sous-ensemble qui, lorsqu'il 
contient un élément a quelconque, contient en méme temps tous les éléments de 
l'ensemble qui précédent a. Remarquons que deux ensembles »semblables» sont 
aussi équivalents. Au cas où il n'y a pas de segment de A équivalent à un 
autre élément de T l'élément A sera l'ensemble Æ de plus petite puissance de- 
mandé, puisque chaque élément de 7 possède un segment semblable à 4. Dans 
le cas contraire considérons tous les segments de A équivalents à un ou a-plu- 
sieurs éléments de T. Les derniers éléments de ces segments forment à leur tour 
un ensemble fini dont le premier élément correspond à un segment Z' équivalent 
à un élément E de T. Cet ensemble Z sera celui de plus petite puissance. En 
effet soit X un élément quelconque de 7. Si X est équivalent à un segment 


! ZERwELO. Neuer Beweis für die Möglichkeit einer Wohlordnung. Math. Ann. vol. 65, p. 
107—128. 
? G. Cantor, Math. Ann. 49 p. 215 N. 
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X' de A, l'ensemble H' qui est un segment de X’ sera équivalent à un sous-en- 
semble de X. Dans le cas contraire A sera équivalent & un sous-ensemble de 
X, et l'ensemble Z' qui n'est qu'un sous-ensemble de A le sera également. Done 
dans tous les cas # qui est équivalent à Z' est équivalent à un sous-ensemble de X. 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, supposons que l’ensemble Z 
soit doublement bien-ordonné, et que chaque élément X de 7 soit équivalent à 
un segment X' de Z. Les derniers éléments de tous ces segments X’ forment 
un sous-ensemble Z, de Z dont le dernier élément est w' Soit de plus U’ le 


' et U un élément de 7 équivalent à U'. Alors 


segment de Z finissant par u 
chaque élément X de 7 est équivalent à un segment X’ de U’ et par con- 
séquent équivalent aussi à un sous-ensemble de U. Done U est un ensemble de 


plus grande puissance parmi tous les éléments de 7. 


S. Conelusion. 


Les théorémes I, III et V expriment le principe de l'induction compléte 
sous les diverses formes qu'on peut lui donner; le principe est ainsi réduit à la 
définition des ensembles finis que nous avons donnée ou à une des définitions 
équivalentes. Mais en résulte-t-il que le principe en question soit un jugement 
analytique? Cela dépend de la nature des axiomes sur lesquels repose la théorie 
des ensembles et que nous avons été contraints d'utiliser dans chacune de nos 
démonstrations. Si ces axiomes, que je me propose d’énoncer complétement 
dans un autre article, ne sont que des principes purement logiques, le principe 
de Vinduction le sera également; si au contraire ils sont des intuitions d'une 
sorte spéciale, on peut continuer à regarder le principe d'induction comme un 
effet de lintuition ou comme un «jugement synthétique a priori» Quant à 
moi, je n'oserais pour le moment, décider de cette question purement philoso- 
phique. 

Pour démontrer les théorémes annoncés, nous ne nous sommes pas appuyés 
sur l'hypothése qu'il existe des ensembles infinis, c'est-à-dire des ensembles équi- 
valents à une de leurs parties, hypothèse fondamentale de DrxprkiNp. La 
théorie des ensembles en est certainement indépendante puisqu'elle énonce et 
démontre les théorémes valables pour des ensembles quelconques. Si done l'arith- 
métique élémentaire, c'est-à-dire la théorie des ensembles finis, que l'on peut 
fonder sur le principe de l'induetion complète n'a pas besoin de «l'infini actuel». 
l'analyse au contraire et la théorie des fonctions qui ont pour base les notions 
de nombre irrationel et de limite exigent absolument la considération d'ensem- 
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bles infinis. En effet, quelque definition que l’on donne du nombre irrationnel, 
il sera toujours défini par une infinité de nombres rationnels; car autrement le 
continu serait dénombrable. De méme la notion de «limite» ne peut étre obtenue 
qu'en considérant une infinité de valeurs possibles. C'est précisément cette idée 
des ensembles infinis due à M. Cantor qui est le fondement de cette partie des 
«vraies mathématiques». 

En terminant je tiens à remercier mes amis MM. CARATHEODORY et Jac- 


COTTET qui ont bien voulu m'aider à la rédaction francaise de ce mémoire. 
Montreux, mai 1907. 


Supplément. 


M. PorNCARÉ a fait suivre ma note de quelques «Réflexions» qui montrent 
que lillustre géomètre est maintenant tout à fait de mon avis en ce qui con- 
cerne les «définitions prédicatives». Le petit détour qu'il emploie (p. 199), en 
modifiant la démonstration célèbre de CAUCHY-WEIERSTRASS, pour prouver qu'une 
équation algébrique a toujours une racine n'est peut-étre pas absolument néces- 
saire. Mais dans la remarque «Plus généralement etc.» sur la limite inférieure 
d'un ensemble quelconque de nombres réels M. PoINCARÉ rend nettement ma 
propre pensée et justifie ma démonstration du «Théorème I» (p. 187). Il suffit, 
en effet, de substituer à «l'ensemble Z de nombres réels», «l'ensemble Æ des en- 
sembles M,» et à «limite inférieure e» «partie commune M,»; on obtiendra alors: 

«Si nous envisageons un ensemble E d'ensembles M, on peut démontrer 
que cet ensemble posséde une partie commune M,; cette partie commune est 
définie après l'ensemble E; et il n'y a pas de pétition de principe puisque M, - 
ne fait pas en général partie de #. Dans certains cas particuliers, il peut arri- 
ver que M, fasse partie de E. Dans ces cas particuliers, il n'y a pas non plus 
de pétition de principe puisque M, ne fait pas partie de E en vertu de sa. défi- 
nition, mais par suite d'une démonstration postérieure à la fois à la définition 
de E et à celle de M,.» 

Et c'est en invoquant l'autorité de M. Poıscar& lui-même que l'on peut 


mettre en évidence la légitimité de ma démonstration. 
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REFLEXIONS SUR LES DEUX NOTES PRECEDENTES 


PAR 


H. POINCARE. 


à Paris. 


Les considérations présentées par M. SCHÔNFLIES au sujet de la note de 
M. Ricuarp seront lues avec intérêt; non qu'aucune de ses critiques puisse ré- 
sister à un examen approfondi, mais par ce qu'elles peuvent suggérer d'utiles 
réflexions. 

1. On sait que M. RıcHarn considère l'ensemble Æ des nombres qui peu- 
vent étre définis en un nombre fini de mots. Il démontre que cet ensemble est 
dénombrable et c'est cette démonstration que M. SCHÖNFLIES conteste. 

Et pourquoi? Parce qu'on peut, dit-il, définir par une méme formule une 
infinité d'objets mathématiques. Il est évident qu'une pareille formule ne peut 
constituer une définition, au moins au sens où M. RicHarD emploie ce mot. | 
Et en effet ce qui caractérise précisément une définition, c'est qu'elle permet de 
distinguer l'objet défini de tous les autres objets; si elle s'applique à une infinité 
d'objets, elle ne permet pas de les discerner les uns des autres; elle n'en définit 
aucun; elle n'est plus une définition. 

Ainsi pour prendre le premier exemple de M. SCHÔNFLIES; quand on dit 
»une fonction constante», on a une formule d'un nombre fini de mots et qui 
s'applique à une infinité de fonctions; mais qui ne les définit pas, qui définit 
seulement leur relation avec un certain nombre, à savoir la valeur constante de 
la fonction. Pour achever de définir une de ces fonctions, il faut définir cette 
valeur constante. 

C'est seulement si cette valeur constante peut étre définie en un nombre 
fini de mots, que la fonction elle-même pourra l'étre. Il n'est donc pas exact 
de dire que cette formule définit en un nombre fini de mots un ensemble de 
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fonctions qui a la puissance du continu, c’est à dire la puissance de toutes les 
constantes possibles; cette formule permet de définir en un nombre fini de mots 
un ensemble de fonctions qui a méme puissance que l’ensemble des constantes 
définissables en un nombre fini de mots, et ce dernier, d’aprés la démonstration 
de M. RicHARD est dénombrable. 

La i** critique de M. SCHÔNFLIES ne tient done pas debout; et ce que je 
viens de dire s’applique sans changement à tous ses autres exemples. Dans tous 
les cas qu'il cite, il définit un objet A comme ayant une relation B avec un 
autre objet C. Cette relation B ne suffit pas pour définir A; il faut définir 
également l'objet C; pour que A se trouve défini en un nombre fini de mots, il 
faut que non seulement B, mais encore C soient définis en un nombre fini de 
mots. Les autres critiques qui s'appuient sur la i?'*, tombent évidemment du 
méme coup. 

3. Il n'en est pas moins vrai qu'on peut faire les réflexions suivantes. Il 
n'y a pas d'infini actuel; ce que nous appelons l'infini, c’est uniquement la pos- 
sibilité de créer sans cesse de nouveaux objets, quelque nombreux que soient les 
objets déjà créés. Seulement ces nouveaux objets ne sont concevables eux-mêmes 
que s'ils sont susceptibles d'étre définis en un nombre fini de mots. Il en ré- 
sulte qu'un ensemble, dont chaque élement ne peut pas étre défini en un nombre 
fini de mots, est un pur néant; on n'en peut rien dire, ni rien penser. 

C'est bien ainsi que pense M. RicHarp; et je signalerai en passant une trés 
intéressante démonstration de l'axiome de ZERMELO que ce savant vient de publier 
dans l'Enseignement Mathématique et où il s'exprime à ce sujet de la façon la 
plus nette. 

Mais alors il n'y a pas d'autre ensemble que ceux dont tous les éléments 
sont définissables en un nombre fini de mots; et comme on peut leur appliquer 
la démonstration de M. RicHarDp, il semble qu'on doive conclure que tous les 
ensembles sont dénombrables. Que signifie alors la distinction des puissances, et 
en quoi le continu differe-t-il de l'ensemble des nombres entiers? 

On peut démontrer cependant qu'il y a une difference et c'est en cela, au 
fond, que consiste l'antinomie RıiCHARD. 

Il est impossible de trouver une formule définissant en un nombre fini de mots 
une relation entre un nombre réel et un nombre entier et qui soit telle que tout nombre 
réel définissable en un nombre fini de mots corresponde à un nombre entier en vertu 
de cette formule. Quelle que soit cette formule, on pourra toujours définir en un 
nombre fini de mots un nombre réel que cette formule ne fait correspondre à 
aucun nombre entier. Voilà ce que CANTOR démontre et voilà ce qu'on entend 
quand on dit que la puissance du continu n'est pas celle de l'ensemble des entiers, 
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Comment cela s’accorde-t-il avec la démonstration de M. RICHARD qui nous 
enseigne que tout ensemble dont les éléments sont definissables en un nombre 
fini de mots est dénombrable? Considérons une formule # définissant une rela- 
tion entre les divers entiers et divers nombres réels (qui se trouveront par là 
définis en un nombre fini de mots) l'ensemble Z de ces nombres réels sera dé- 
nombrable. Nous pourrons ensuite définir d'autres nombres réels ne faisant pas 
partie de #; ces définitions ne contiendront qu'un nombre fini de mots mais 
parmi ces mots figurera le nom de l’ensemble Z. Soit Z' l’ensemble de ces 
nouveaux nombres réels. La démonstration de CANTOR nous apprend que l'en- 
semble Z' n'est pas nul et celle de RICHARD nous apprend que l'ensemble Z + E' 
est dénombrable.. On pourra donc trouver une formule F' définissant une rela- 
tion entre les divers entiers et les divers nombres de l'ensemble Z + E'. 

Mais alors on pourra de nouveau trouver d'autres nombres ne faisant pas 
partie de E + E' et dont l'on pourra donner une définition ne contenant qu'un 
nombre fini de mots parmi lesquels les noms des ensembles Z et Æ'. Ici encore 
l'ensemble EZ" de ces nombres ne sera pas nul et il sera dénombrable. Et ainsi 
de suite. 


3. Et alors dira-t-on; tous ces nombres, ceux de Z, de E', de E", ceux des 
ensembles suivants, sont tous définissables en un nombre fini de mots, de sorte 
qu'en vertu de la démonstration de RıcHARD, il devrait exister une formule d'un 
nombre fini de mots qui permette de les dénombrer. C’est là l'antinomie dont 
M. RricHaRp donne l'explication; on doit aprés avoir formé le tableau de tous 
les assemblages possibles de syllabes, rejeter ceux qui n'ont aucun sens ou qui 
ne définissent pas un nombre. Tant que l'ensemble Z n'est pas défini, ceux de 
ces assemblages oü figure le nom de cet ensemble sont dénués de sens et doivent 
être rejetés. Quand on a défini l'ensemble Z, ils prennent un sens et il faut les 
reprendre. La démonstration de M. RicHARD suppose au contraire que l'on fait 
ce triage d'un seul coup et sans s'y reprendre à plusieurs fois. 

Je ne puis résister à la tentation de rappeler ici un exemple curieux cité 
par M. RussELL et oü l'on retrouve la méme contradiction apparente, expliquée 
de la méme maniére, mais ot l'on n'a pas à envisager l'infini, ce qui permet peut- 
étre de mieux se rendre compte des faits. Quel est le plus petit nombre qui 
n'est pas susceptible d'étre défini par une phrase formée de moins de cent mots 
francais? Ce nombre existe-t-il ? 

Oui, car par une phrase formée de moins de cent mots francais, on peut 
définir au plus n!® nombres, n étant le nombre des mots du dictionnaire fran- 
«ais. On ne peut donc définir tous les nombres, et parmi ceux qui ne peuvent 
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l'étre il y en a certainement un qui est plus petit que tous les autres et qui est 
par la entierement défini. 

Non, car ce nombre s'il existait impliquerait contradiction; car il serait dé- 
fini par une phrase de moins de cent mots, à savoir par la phrase méme qui 
annonce qu'il ne peut pas l'étre. 

C'est que cette phrase tantót a un sens, tantót n'en a aucun, selon que tous 
les autres nombres ont été ou n'ont pas été préalablement définis. 

4. J'arrive à la dernière objection de M. SCHÖNFLIES (§ 9). M. RicHarp 
a tort de dire d’après lui que toute definition introduisant la notion de l'ensemble 
total ./ doit être rayée de son tableau. Et M. ScnówrrrES cherche à le prouver 
par un exemple. Il considère une série de définitions G,, G,.... et l'ensemble 
G de ces définitions. Aucune de ces définitions, excepté la définition G, (où » 
est un nombre impair) n'introduit la notion de l'ensemble G. Quant à G!,, elle 
définit une fraction décimale 0, en nous apprenant que la w^ décimale de 9, dé- 
pend d’après une certaine loi de la u° décimale de la fraction 05, définie par la 
définition G2,. Done dans la définition @, figure la notion du 2 u^ élément G^, 
de l’ensemble G, et par conséquent la notion de l'ensemble G. M. RıcHarn la 
rayerait done de son tableau, et cependant elle est exempte de contradiction et 
de cercle vicieux. 

Cette objection est sans valeur. Et en effet nous pouvons définir l'ensemble 
G' formé par les éléments d'ordre pair G,, G,,... 

Soit alors d, la fraction décimale dont la w° décimale dépend d’après une 
certaine loi de la «° décimale de la fraction à», définie par la u* élément G5, de 
l'ensemble G'. 

Cette phrase que je puis appeler G', a méme sens que la phrase G,, mais 
elle n'introduit plus la notion de lensemble G, mais seulement celle de l'en- 
semble G'. Ces deux phrases figureront dans le tableau de M. RICHARD; mais 
G, devra être effacée comme contenant la notion de G, tandis que @', qui est 
indépendante de cette notion devra étre conservée. La fraction 0, qui est dé- 
finie aussi bien par G', que par G, restera done dans notre tableau des fractions 
du. I n'y a done là aucune difficulté. 

5. Je vous envoie en méme temps une note de M. ZERMELO. Cette note 
n'a pu me convaincre et M. ZERMELO ne s'en étonnera pas; puisqu'il signale 
lui-même que la définition de l'ensemble qu'il appelle M, est de celles que je 
ne regarde pas comme légitimes. Je sais que M. ZERMELO doit exposer ses 
idées sur ce point dans un mémoire plus étendu, mais ce mémoire n'ayant pas 
encore été publié, il convient d'en attendre la publication pour apprécier ses 
raisons. 
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Je ne puis me faire pour le moment une idée de ces raisons que par les 
quelques lignes qui sont à la fin du $ 3; et je vais tâcher de rétablir l’objection 
de M. ZERMELO, sans, je l’espere, m'écarter de sa pensée. 

Je veux démontrer qu'une équation algébrique F — o a toujours une racine; 
pour cela je remarque que |#]| est toujours positif et a par conséquent une 
limite inférieure ou minimum, qu'une fonction continue atteint toujours son mi- 
nimum, et je démontre enfin que |/| ne peut avoir d'autre minimum que o; 
jen conelus qu'il y a un point pour lequel | F|—o. 

Dans cette démonstration on parle 1° de l'ensemble E des valeurs de | |, 
2° de lune de ces valeurs e qui est la plus petite de toutes celles de Z; et 3° 
de la valeur correspondante de v. La definition de e où figure l'ensemble E est 
non-prédicative, puisque la notion de E devrait être à la fois antérieure à celle 
de e dont la définition dépend de Z et postérieure à celle de e qui est un élé- 
ment de EZ. On ne pourrait done rejeter l'emploi des définitions non-prédicatives 
sans rejeter une démonstration admise par tous les mathématiciens. 

Cela serait grave; heureusement il est aisé de remettre la démonstration 
sur ses pieds sans y laisser subsister de pétition de principe. Soit x la variable 
indépendante; soit y une valeur de x dont les parties réelle et imaginaire soient 
des nombres rationnels; (je dirai pour abréger que y est une valeur rationnelle 
de x). Soit EZ’ l'ensemble des valeurs que peut prendre | (y)|. Soit e la limite 
inférieure, ou minimum des diverses valeurs de l'ensemble Z'. 

On démontre ensuite successivement qu'il y a une valeur de x non ration- 
nelle en général et telle que |F (x)| — e, et que e ne peut être différent de zéro. 

La pétition de principe a disparu puisque dans la définition de e figure 
seulement la notion de l'ensemble Z' et que e ne fait pas en général partie de 
E'. Si l'on examine avec quelque attention les détails de la démonstration d'ail- 
leurs bien connue, dont nous n'avons fait que rappeler les lignes générales, on 
reconnaitra que c'en est bien là le véritable sens. 

Plus généralement; si nous envisageons un ensemble E de nombres réels 
positifs, par exemple, on peut démontrer que cet ensemble posséde une limite 
inférieure e; cette limite inférieure est définie après l'ensemble E; et il n'y a pas 
de pétition de principe puisque e ne fait pas en général partie de E. Dans cer- 
tains cas particuliers, il peut arriver que e fasse partie de H. Dans ces cas par- 
tieuliers, il n'y a pas non plus de pétition de principe puisque e ne fait pas 
partie de E en vertu de sa définition, mais par suite d'une démonstration posté- 
rieure à la fois à la définition de E et à celle de e. 

La raison invoquée par M. ZERMELO ne saurait done suffire pour justifier 
l'emploi des définitions »non-prédicatives», car l'assimilation qu'il fait est inexacte. 
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M. ZERMELO invoque également l'autorité de MM. Peano et RussELr; je ferai 
seulement remarquer que M. PEANO se borne à une affirmation qu'il ne justifie 
pas, et que M. RusskELL admet au contraire que les définitions non-prédicatives 
ne sont pas légitimes en général (c'est méme lui qui a employé le premier le 


mot de non-prédicatif), mais qu'elles peuvent l'étre à certaines conditions dont 
je n'ai pu comprendre l'énoncé. 
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SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION RELATIVE A 
L'ÉQUILIBRE DES PLAQUES ÉLASTIQUES ENCASTREES.' 


PAR 


GIUSEPPE LAURICELLA. 


à CATANIA. 


Dans ce travail je substitue, à l'équation différentielle en U relative à l'équi- 
libre des plaques .7^U — f(x, y), un systeme I" de deux équations différentielles 
oü les fonetions inconnues w, v sont les dérivées partielles du premier ordre de 
la fonetion U; on doit alors intégrer le systeme /' en supposant w et v données 
sur le contour. 

Pour cela je développe d'abord pour le systeme /' une théorie? généralisant, 
dans ses points essentiels, celle du potentiel newtonien, qui me permettra de suivre 
ici une voie analogue à celle de FREDHOLM pour le probléme de Dirichlet, et que 
jai suivie autrefois pour le probléme de l'équilibre des corps élastiques isotropes.* 

Outre au probléme de l'intégration du systéme /^ pour une aire finie (pro- 
blème intérieur), je traite ici le méme probléme pour une aire infinie (problème 
extérieur); et dans tous les deux problémes je suppose que les coordonnées des 
points du contour, considérées comme fonctions de l'arc, sont finies et continues 
ainsi que leurs dérivées des trois premiers ordres. 

Le cas du rectangle, comme de tout contour ayant des pointes, échappe a 
l'analyse générale que je développe, de méme qu'il échappe à l'analyse de FRED- 

‘Ce Mémoire est antérieur à ma Note: Sull'integrazione dell'equazione 4* V=o (Rendiconti 
della R. Acc. dei Lincei; vol. XVI, 2:0 sem., Settembre 1907); il a été envoyé à l'Académie des 
Sciences de Paris le Décembre du 1906. > 

? Ici, l'introduction de deux expressions, généralisant la dérivée normale et analogues aux 
tensions de la théorie de l'élasticité, nous guide à considérer un problème analogue au probleme 
dérivé de Dirichlet. Dans ce travail je ne traite pas ce probleme, qui pourra se resoudre en utili- 
sant les resultats du Chapitre III. 

? LauriCeLLA; Alewne applicazioni della teoria della equazioni funzionali alla fisica-matematica 
Nuovo Cimento, Serie V, Vol. XIII, 1907). 
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HOLM pour le probleme de Dirichlet. M. CotaLowrrcH' a traité, il y a quelques 
années, directement ce cas, en faisant des importantes applications numériques. 
Néamoins je ne crois pas sans intérét de donner ici pour le cas du rectangle une 
autre solution directe, qui est aussi susceptible d’applications numériques. 


CHAPITRE I. 


1. Soit C une courbe plane fermée dépourvue de tout point de rencontre 
avec soi-même et douée de tangente déterminée en chaque point — exception 
faite, au surplus, pour un nombre fini de points, où nous supposerons toutefois 
que la courbe C ait, des deux côtés de chacun d’eux, deux tangentes déterminées, 
au lieu qu'une seule. 

Rapportons les points du plan de la courbe C à un système de deux axes 
cartésiens ortogonaux x, y; et désignons par 6 l'aire plane finie, qui est renfer- 
mée par C, par 0! la portion infinie du plan, qui est limitée par C. et par r le 
rayon vecteur, qui joint deux points quelconques du plan, dont les coordonnées 
soient (x, y), (S, 1). 

Le sens positif de la normale » à la courbe C sera toujours celui qui est 
dirigé vers l'intérieur de l'aire 6 ; et Je sens positif de la tangente celui qui peut 
se porter en coincidence avec le sens positif de l'axe des x par un glissement du 
plan sur soi-méme, qui entraine la superposition des deux sens positifs de la 
normale n et de l'axe des y. 

Ensuite nous désignons par s lare de la courbe C rapporté à une origine, 
que lon pourra choisir arbitrairement sur C, et mesuré toujours dans la direc- 
tion positive, déjà fixée, sur la tangente en chaque point de la courbe. De ces 


hypothèses on déduit, pour tout point (x, y) de C, les relations connues: 
dx dy dy dx 
dsman ds dn 


' Sur une equation aux dérivées partielles du 4:e ordre en russe) (St. Pétersbourg. — Im- 
primerie de l'Académie impériale des sciences. — 1902). 
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Théorèmes de transformation. 


23. Soit U(x,y) intégrale des équations suivantes: 


-€—5 


( et: uM o U : DE U aU D . 
| (dans l'aire o) UE VETE ae f(x,y), 
ai) LL IUd Ud 
RTE : Eom dU O0Udx , 0Udy _ g 
(sur la courbe C) U —a(s), UL nn die (s), 


où nous supposons que la fonction donnée f(x, y), des points de o, soit finie, 
continue et telle qu'on peut écrire la formule de Poisson :' 


J 


T | i. 1) log rdo) — f(x, y); 


D 
oO 


(2) 4*| 


et où nous supposons encore que la fonction a(s) des points de la courbe C ait 
la dérivée du premier ordre finie et intégrable, et que la fonction b(s) de C soit 


elle-méme finie et intégrable. 





Posons: 
dU QU 
=U, -— 4, 
(3) dx 27 
du dn PU "U / 
d= — = + — — AU. 
(4) dx a dy 0x2 | dy? 4 


Les (1), (3), (4) nous donnent: 


du dv 
s laire o = 2() = f(a, 
(dans l’aire 6) dy dx A I y), 


— 
on 
— 


dy  dadx - ds) 


d ah Erd » 


sur la c (C == = 
| (sur la courbe C) u=b(s) dnas dis dx 
où a,(s), b, (s) sont des fonctions des points de C finies et intégrables. 

Soient u(x, y), vlx, y) intégrales des équations (5). En vertu de l'équation: 


Ju dw 
dy Oa’ 


1 Pour la validité de cette formule on trouvera des conditions beaucoup générales dans 
une Note de M. T. J. TA, Bromwicn (Proceedings of the London math. society; S. 2:a, Dr 
Parte 5). 
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on peut écrire: 


(3)' RI Lec 
3 UE ENDE 
et, ensuite, 
ou du 
Ga ee eee 
(4) Ox dy PL 


En vertu de l'équation: 
EISE) 
on aura encore: 


(dans l'aire 6) AP Ua): 


Les deux derniéres des équations (5) nous donnent, ensuite, 


(6) (sur la courbe C) U= fra tord + 6,(s)dy) + B= [Stas + B, 
|s 
0 0 
; : ; OP dx dy . 
(sur la courbe C) rers a (5) 5, + b, (s) Pre b(s), 


où B est une constante arbitraire. 
La détermination de la fonetion U dépende des équations (3). Elles la 
déterminent à une constante près, et nous pouvons choisir cette constante de 


sorte qu'en résulte: 


(sur la courbe C) U 


En concluant, nous pouvons enoncer le théorème suivant: l'intégration des 
équations (x) peut se ramener toujours à l'intégration des équations (5), et récipro- 
quement. 

3. Posons: 


f(3, 1)do, V (x, y) = U(x, y) — U, (x, y). 


r ["logr 
1m 


Il vient, en dérivant sous le signe d'intégral, 


J 


PU, = = | (log r + 1) f(§, do; 


oO 
et, d'après l'équation (2), 


(dans l'aire o) AU, = f(x, y). 
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On en conclut done pour la fonction V (x, y): 








| (dans l’aire 6) zu e 
(x) whe ; 3 3 z ; dV dU, 
| (sur la courbe C) V —a(s) — U,(s) = a, (s), an b(s) — di = b,(s), 


où a,(s) est une fonction des points de C, qui admette la dérivée du premier 
ordre finie et intégrable, et où b,(s) est finie et intégrable sur C. Par conséquent. 
nous pouvons énoncer le théorème suivant: l'intégration des équations (1) peut se 
réduire toujours à l'intégration des équations (1). 

De ce théoréme en résulte, en vertu du théoréme du 8 2, le corollaire sui- 


vant: Ülintégration des équations (5) peut se réduire toujours à l'intégration des 


équations : 

| (dans l’aire 0) a — a : 40, — 492 (i ze — 0, 
(5)! y x x oY 

| (sur la courbe C) Un —a; (8), DE IUS S) 


où les fonctions a4(s), b,(s), des points de C, sont finies et intégrables. 

Remarque I. — La fonction U,(x, y) a ses dérivées des deux premiers or- 
dres finies et continues dans l'aire & (les points de la courbe C inclus); par consé- 
quent nous aurons le résultat suivant: dans le cas particulier ou l'on a: a(s) — 
b(s) — o, si les coordonnées des points de C ont les dérivées des deux premiers ordres 
finies et continues, la fonction a,(s) aura ses dérivées des deux premiers ordres finies 
et continues, la fonction b,(s) sera finie et continue, ainsi que sa dérivée premiere; 
l'intégration des équations (x) peut se réduire toujours à l'intégration des équations 
(5)', où les fonctions a;(s), b,(s) sont finies et continues, ainsi que leurs dérivées du 
premier ordre. , 

Remarque II. — Les résultats qui précédent sont aussi valables, si au lieu 
de l'aire finie o nous considérons l’aire infinie o', et si, en désignant par. o la 
distance du point variable à l'origine des axes, pour o suffisamment grand, f(x, y) 
p(x, y) 


ofts 





peut se mettre sous la forme , (q(x,y) restant en valeur absolue inférieur 


à une quantité fixe, « étant une constante positive. 
Il faut observer encore que, dans le cas de l'aire finie v, l'équation: 
du dv 
dans l'aire a =; 
(5); ( ) fo CE 


porte à la condition: 
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(7) | {u cos (ny) — v cos (nx) }ds = | (a, (s)dx + b,(s)dy) =o, 


C C 
pendant que, dans le cas de l'aire infinie 0', de l'équation 


Ou dv 


dy dx 


on ne peut pas déduire la condition (7). Alors, dans le cas de l'aire infinie o, 
si lon veut que la fonction U, déterminée. par les (3)', soit monodrome, il faut 
admettre [voir la (6)] que les fonctions a,(s), b,(s) satisfaient à la condition (7). 


Theoremes de détermination unique. 


4. Soient u(x, y), v(x, y) deux fonctions finies et continues, ainsi que leurs 
dérivées partielles des deux premiers ordres, dans l'aire o (les points de la courbe 
C inclus pour les fonctions w, v et pour leurs dérivées du premier ordre). Sup- 
posons que u, v satisfaient aux équations: 


Ju dv 


du dv 
se Pb = 43} | =o. 
dy dx 


E MN co ) L 

(5) (dans Paire o) nd ày 
Soit 7 la fonction associée de 0, c'est à dire la fonction déterminée par les 

équations: 

00 dx 0) dy 

dx dy’ dy dx 


(8) 


De ces équations et de la premiere de (5)" on aura: 





0 [du 2: ou Pu 00 Au d'u 0 y 
| üx* ' dy 0x Oa? Oy AY? 


Oy dy dx 2 


I 
(dans l'aire a) 


d (‘” en) Py Py 0 () v» i)?» dy 


dx\dx dy x dy? dy 0x ^ dy? ^ dx’ 


et, par suite, 


T (Au Ju vy 0 jdu dw dv ()* v dy 0 jdv du 
SG fe LÉ le 


|? a dy” a y i dy dy ^ Ox dx? dy? Ox oa dx 40 y 


Gg 


Cette formule nous donne, au moyen d'intégrations par parties, 
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| Qu uy du du dv dv\? dv\? dv ou 0 v| 
Sea JUD | 


dy dx x, y dx dy dx dy X (39. Wak dy] ov ae 
i du Ju Ü 
uis | Ge v cos (my) + ES cos (nx) — x cos (ny) — m cos (ney ar 


dv J ) 
+ ofp 008 (na) + TV cos (ny) + x cos (nx) — 7, £98 (ny) Jes 


0% dy 
et, en vertu des (5), 
I NE | (CEN aes) reddam ovi "e ERE 
wo) n :| Vos 3) | i 2 PESCE jé Le | rd 
G C 


ou l'on a posé: 


: x) cos (ny), 


Sa ie a i du 
| Xs z pres cos (nx) + 2 — 


(11) 
dv 


| Ve [5s t zx] cos (na) + | cos (ny) . 


> 


I (; v Ou 
u y dx 


La formule (10) est aussi valable si, n'étant pas surs de l'existence et de la 
continuité des dérivées du premier ordre de u et de v sur la courbe C, on sait 
que les expressions X,. Y,, calculées dans les points d'une courbe C' parallèle a 
( et intérieure à o, tendent vers des limites déterminées et finies, lorsque la 
courbe C' s’approche indéfiniment à C. 

1° Swpposons avoir: 

(12) (sur la courbe C) av 0: 


La formule (ro) nous donne: 


du dv du dv d 
dy | Ox SS] dy? 
et, par suite, 
Nes [Be v=hy+j, 


où À, k, j sont des constantes. D’après cela, eu égard à l'hypothèse (12), on aura: 


(12) (dans l'aire 6) U=v= 0. 
2° Supposons avoir: 


(13) (sur la courbe C) X,— — 0 cos (ny), Y,=0 eos (nx), 


où Ó est une constante donnée. 
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Dans ce cas la (10) dévient: 


Al Ou)? y rjdu 0 a , wi S ee 
| os] + Ps sis 5 Ge ay 128 — 20 E u cos (ny) — v eos (na) ds; 


7 C 


0—2 
( 


dont, en vertu de la (7), qui est une conséquence de la première des (5)", en 
résulte : 


(13)! (dans l’aire 6) DETTE CE v = hy +), 


où h, k, 7 sont des constantes arbitraires. 
5. Supposons avoir: 


Ou dv 


n , - I 
5 dans l'aire © — ——, 
(5) ( ù ) dy 0x 


A0 — o, 


et supposons encore que, pour o suffisamment grand, les fonctions u, v puissent se 
p(x, y) vn, y) 
0 a 


Ÿ x 


mettre sous la forme et leurs dérivées du premier ordre sous la forme 


p(x, y) restant en valeur absolue inférieur à une quantité fixe. 
En se servant de la formule (10), on démontrera, à l’aide de raisonnements 
bien connus, 


BERN | = E zn er 
(x0) 4 2| | ps à E. i 21 Ng) | d 1 | (x. ond: 
a! [e] 
3° On ait: 
(14) (sur la courbe €) Qmm. 


De la (ro), par un raisonnement analogue à celui employé au paragraphe 
précédent, om déduit: 


(14) (dans l'aire o) TU NS s Ta 
4° On ait: 
(15) (sur la courbe C) Ucet ae 


On trouve. à cause de la (ro), 
(dans l'aire 6!) u= hz + k, )— hy 4-3, 


où A, k, j sont des constantes; et, par conséquent, en se rappelant que #, v 
s'annulent à l'infini, on aura: 
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(15)' (dans l'aire o) == 0; 


6. Des résultats 1° et 3°, que nous avons établis précédemment, on deduit 
les deux théorèmes suivants: 
a) Si les équations (5), où les fonctions a,(s), b,(s) sont arbitraires, mais assu- 
jetties a la condition: 
^ 
1 (a, cos (ny) — b, cos (nx)}ds — o, 
C 


admettent une solution, celle-ci sera unique. 

b) Si les équations (5), où Von remplace o par o' et où les fonctions a,(s), b, (s) 

sont absolument arbitraires, admettent une solution u, v, telle que, pour @ suffisamment 

qi, y) 
o 


S 


grand, les u, v peuvent se mettre sous la forme et leurs dérivées du premier ordre 


, (x, y) restant en valeur absolue inférieure à une quantité 


sous la forme a ) 


fixe, il n'y a aucune autre solution, qui jouit des mêmes propriétés à l'infini. 


Extension des formules de Green. 


7. Soient u, v; w', v deux solutions des équations: 


du dv 
dy 0x 








du Ü d 
- + 0; 


(16) ; D6 = a 2 


' v' soient finies et continues, ainsi que 


et supposons que les fonctions u, v; u 
leurs dérivées partielles des deux premiers ordres, dans l'aire c, les points du 
contour C (formé par une ou plusieurs courbes fermées) inclus pour les u, v, ww, 
v' et pour leurs dérivées du premier ordre. 


On aura, à l'aide d'intégrations par parties et en vertu des équations (16): 


| 1 Pu Pui dy Ü = ou) 
o= wi— + —— = —— — + 
| pa dy* dy dy dy dx | 


o 


I NEU RI 1e lox ==) le 
(17) xz dy Jr da\de dy 


| 
Cb (du! - Pau! 0 xt 0 jdu' ad | 
—{|u ee 3250927» 47 la — uj 
i x y y y y x || 
oO 
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| +0 les DURE pe 2 MINE w 


| dx? Ü y Ux dx\dx — dy 
(17) h 
— — | (u!X, + v'Y.)ds + Joux, + 9 ¥',)ds, 
© Ó 


où l'on a désigné par X',, Y', les expressions (11) calculées pour les fonctions w', v'. 
Soit p—(§,7) un point arbitraire de l'aire 6, éloigné du contour C. Décri- 
vons autour de p une courbe C", intérieure à 6, et désignons par o, l'aire finie 
limitée par € et C'. 
Les fonctions: 
Or Or 


jl —— y FAN y 
(18) w = log r + (x Et, — Jr dy: 


où r— V(r— E) + (y— 7»), satisfont dans l'aire c, aux équations (16) et obéis- 
sent aux conditions de continuité et de dérivabilité imposées aux fonctions w', v', 
qui apparissent dans la formule (17). Pour la fonction harmonipue # et pour 


son associée y on a: 

















" Ou, 0v — dlogr A dti ólogr. 
0x dy 02 4 dy 2 
et ensuite: 
5, 0 [Or\?dlogr E dr Or dlogr 
(19) X's = 2 lah au Tes ? n dy dn 


Nous pouvons appliquer la formule (17) au cas de l'aire o,, et nous aurons: 


= | Kur Y,v — X',u— Y',v)ds — | (X,u' + Yu — X',u — Y',v)ds'. 


Oo ay 
Mais la courbe (C' est arbitraire et nous pouvons la varier de sorte que 
l'aire o —o, soit aussi petite que l'on veut. Ainsi, on trouvera, par des considéra- 


tions bien connues, 


I 


(20) ws, 1) = fx. ul = Yu! — Xu — Er) ds. 
GE 
De méme, en introduisant les fonctions 


ae Or Or dr\2 
(18) w!—.———, vw =logr+ | | 5 
dy Ox 
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on aura: 

(x0)! x" Pm dr dlogr 7 A EAE log r 
c A corem = ;—2 2— 5 
9 : dydx dn x da} Ed 

et, par suite, 

(20) 95,1) — 7. Ju" + Yoo" — X", u— Y",o)ds. 


D 


C 


S. Les formules (20), (20)' sont parfaitement analogues à la formule de Green, 
bien connue. Elles sont aussi valables, si au lieu de l'aire finie o on considère 
l'aire infinie o’ et si, pour o suffisamment grand, les fonctions w, v, qu'elles doi- 


p(x, y) 
) 


vent representer, peuvent se mettre sous la forme et leurs derivees du 


plz, y) 


premier ordre sous la forme =, f(x, y) restant en valeur absolue inférieur à 
2 


une quantité fixe. 

Les formules (20), (20)' sont aussi valables si, n’etant pas surs de l’existence 
et de la continuité des derivées du premier ordre des fonctions w, v sur la courbe 
C. on sait que les expressions X,, Y,, caleulées dans les points d'une courbe C" 
parallèle à C et intérieure à o (ou à o'), tendent vers des limites déterminées et 
finies, lorsque la courbe C' s’approche indéfiniment à C. 

9. Faisons quelque application des formules (20), (20)'. 

Nous avons trouvé au $ 4 (2?) que les fonctions: 


u,=hx+k, v =hy + 3, 
où h, k, 7 sont des constantes arbitraires, forment une solution des équations 
(16), et qu'on a pour les valeurs des expressions (11), qu'y correspondent, 


(21) XD — — 9 eos (ny), Y® — à cos (nx), 


ou óÓ est une certaine constante. Cette solution obéit aux conditions, que nous 
avons posées, pour la validité des formules (20), (20); de sorte que nous pour- 


rons écrire: 


5 5 | 
Berge > | (ha + E) X, + (hy + j) Y's} ds — — je cos (ny) — v' cos (nx)}ds, 
2 IC 27 
e Ü 
A sr 


hy + j = — 7 | {(ha + k)X", + (hy + 7) Y", ds — 


27 2 7 
D x 


[^] [6] 


Je" cos (ny) — v" cos (nx)}ds. 
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Remarquons que les solutions w', v et w", v" des équations (16), données 
par les (18) et (18)', satisfont a la condition (7)'; par conséquent, nous pouvons 


écrire encore: 


RE + k = — Ak + k)X', + (hy + 9) Y's\ds. 
C 

n+ j== =< | (Qr + E) X", + (hy + 9) Y"3ds . 
[6 


Obsérvant que les constantes Ah, b, 7 sont arbitraires, on obtient: 


> 


[i0 eX cavas, 
e 
(22) | 
pao) a 
C 
I = — = | X'.ds, I = — À | Y".ds, 
2 Au 207 j 
(23) 


ioo 
: | X".as, 


2 IU 


Rose 
a 
2 zt 2 


| 


C C 


où x, y représentent les coordonnées des points de C; §, » représentent les coor- 
données d'un point quelconque de l'intérieur de o. 

10. Désignons par u, v une solution queleonque des équations (16), consi- 
derées dans l'aire finie 6. L'application de la formule (17) aux deux solutions 
u, v; u,, v, des équations (16), nous donne: 


[ (s X v, Y;)ds = | (u XO) + vYO)ds = —0 | {u cos (ny) — v cos (na) } ds, 


« t 


C (6) C 


d'où résulte, en tenant compte de la condition (7), 


fo x. “= ty Vig) dS — 0. 


c 


(CH 


! Pour s'en assurer il suffit d'observer que au point p les fonctions w', v" deviennent infi- 
nies comme log 7, et que les fonctions v', u" sont partout finies. 
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Enfin observant que les constantes h, k, j, qui apparissent dans les fonc- 
tions %,, v,, sont arbitraires, on parvient aux formules: 


| Aio m | Y,ds = CE =o. 


C C C 


CHAPITRE II. 
Extension des théorémes sur les doubles couches. 


1. Supposons que la courbe fermée C admette une tangente déterminée en 
chacun de ses points. Designons par m le nombre maximum des points d’inter- 
section d'une droite quelconque du plan avec la courbe C; par x, y les coor- 


données des points de C; et par £, n les coordonnées d'un point quelconque du 


plan de C. Posons, comme au Chapitre I, r= V(e—é) + (y — 2}, si le point 


(5,5) n'appartient pas à C, pendant que nous poserons 7! — V{x—£} + (y — 3}, 
si le point (£',»’) appartient à C. Et encore, désignons par p le point de coor- 
données §,7, s'il appartient à l'intérieur de l'aire finie 6, désignons-le par p, s'il 
appartient à l'intérieur de l'aire infinie o'. 

On a, comme il est bien connu, 





e e 


"0r? d log r' i E e log r' A ‘dr dr d log r' R 
(2) | fa dn ie | loy dn down 2" | da dy dn ui 
€ Ó (el 
et encore, pour les points p!: 
"dr\?d1 . ‘ldr\2d 1 " Orord " 
(2) (Fe) Et de | (52) CET da —n, Er qu o; 
dx} dn J| My! dn | dx dy dn 
C @ C 
pour les points p': 
, ‘[dr\°d log r E log r dn vido E 
2) | (is one dum | loy LATI | (xy dn i eri: 
6 


Enfin on aura pour toutes positions du point (S,7) sur le plan de C, 


! Comparer avec les formules (23) du Chapitre I. 
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un ó dr\* 
| spell ds < 20m, J al 


d | log r 
dn 


d log r 


ds <2am, 
dn 


Ê 
| / 


3. Soient u(s), v(s) deux fonclions finies et continues des points de la courbe 














(3) 
drdrd logr 


ds<2am. 
dx dy dn = 








C, données arbitrairement. Considérons les integrales: 


JE > 
1) =—— | (X's u + Y',v)ds, 


| ut 
| ë 
| 
| 


In ri 


nen) = [o7 + Y".v)ds, 
e 
où X, Y,, X', Y', sont les expressions données par les formules (19), (19)' du 
Chapitre I. 

Soit « un nombre positif arbitrairement petit. En vertu de la continuité 
de w et de v, nous pouvons déterminer, pour un point quelconque s, — (£", 1) de C, 
une portion C, de C, ayant le point s, dans son intérieur, et tel qu'on ait, pour 


tous ses points s, 


| (s) yu So ) Ss; | v(s) — v(s,) |<e. 


Par conséquent, à cause des formules (3), on peut écrire: 


on 
— 





Jo. (u(s) —u(s,)3 + Y's{v(s)— v(s,)} ]ds| € 8me, 


quel que soit le point (§,7,) du plan (les points de C inclus). 
On a identiquement: 


TuS al pp | ras — 


x 


= #6) (ras 20) (ras — 


D u 


C C 
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a 


— = |[X', (u(s) —u(s,)} + Y's fo(s) — v(s)3]ds — 
C—0C, 
(6) ; 
— = ru — (89); + Y'fo(s) — v(s,)j]ds. 
C, 
Posons: 
re = log 7' rc ue pe *d log 
| e (s, Si) dy dn ee sl dn 
(7) 
| Ge ye Ode 
| N TES dx dy dn 


et observons qu’on peut décrire sur le plan de C, de s, comme centre, avec un 
rayon suffisamment petit, un cercle, qui ne contient aucun point de C — €, dans 
son intérieur et tel qu'on ait pour un point quelconque p ou p' de son intérieur: 





2 [Er tuo) — nt Yo) —0(s,)}1ds 


c Gh 





J 


— | [a(s, s,) fu(s) — u(s,)) + B(s, so) {v(s) —v(s)}]ds|<e 


7 
(05.6. 


On aura done, à cause de la (5), 


X'fu(s)— w(sy)y + Y's {v(s) — v(s,)j] ds — 





a 


— + [latos 8) n9) — (03 + Bla 8) (o(s) 





v(s))i]ds| € e + 16 me; 


7 


C 
et, par conséquent, 


lim 4 [X (u(s) — w(s9) + Y^ (v(s) —v(5)1ds — 


[ 

p=So TU 
| b | 

= à les, s0) u) — ul) + BCs, 8,) to(5) — v(s,)}1ds, 
(8) | a 

| lim - aie (u(s) — u(s,)} + Y's{v(s) — v(s);1ds = 

p'—so ** 

6 


— : [els So) us) EC uw (ss); SE p (s, So) (v(s) ca v(s)}1ds. 


C 


— 
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Les (1), (2), (2) nous donnent: 


— : «ts SS ar — [Rena - 2, = E | X) ds — o, 
(el C (ol 

= = [els 8,)ds = o, = zl Y'i(p)ds =0,: — ; Jos =; 
6 ( 6 


par suite, on aura des (6), (8): 


lim U(& 4) = 2u(s,)— 7 le 8, 8) fu(s) — u(s,)}+ P(s, 8) fos) — v(s,))] ds— 








p-—so 
Be 
| ie 
(aim = n(s)— 7 [als s) (s) + 36 89) 0(8)} ds, 
| 6 
| Nima Uy) Us) - kreis. s,) u(s) + P (s, 8) v(s)) ds. 
p'—so E U 
| ö 
De méme, on obtient: 
|im r6. VUE D of) — 2 ets n) uto) + (s) (9) de, 
p=so 2 
6 
(9)' ! 
[im im PE n) =—v(s,) — : (a! (5, 8) u(s) + B'(s, sy) v(s)) ds. 
6 


Les formules (9), (9) sont parfaitement analogues à la formule de disconti- 
nuite d’une double couche. 


3. On verifie aisöment les relations suivantes: 


( DE DI. VIER ON OR = Ome 
IO — SS — — , — —_—_ = — 5 
>) Ü D Os Us Ü n Ü D Os 


VAE DER À 0 dlogr (Unis m y ? dlogr 
- == 2, 


Us 0x WOE VE dy MW ar dn” 
quay 2 e 0 dlogr 0 dlogr 
O=>5- + = — À += = us — v(s)i ds, 
dg "E dr | dE dn (8) + On dn e 


C 


+ 
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dont il résulte que les fonctions U(S, 1), V(3,v) sont intégrales des équations: 


GONG) 
= ; 100" 
(rr) d FER 1 Oo 


La fonction associée de ©, c'est à dire la fonction X déterminée par les 


équations: 
00 0X 00 0X 
Ut Om AMONT oe” 
pourra s'écrire: 
; 2 l'|9 dlogr 0 dlogr | 
X (€;.7) = | | u(s) — += v(s) \ds. 
Er) «|n dn (5) ds dm | 
c 


Désignons par n, la normale au point s, de la courbe C; supposons le 


point (§, 7) éloigné de C; et posons: 


M se prs QU Sr 
Eh em E [m E m | cos (n,x) + Er -ix| cos (n, y), 
2 AV 1 YA soU 
Q(5, 4), = (Ge JE x) cos (Myx) + - 3. = ze) cos (Nyy). 


On a: 
QU 


; OV 
P( = (E T cos (nx) + (7, — 1X] cos (my) = 


dy 
4 


1[{@dlogr , 9 dlogr | RU Ole we 
E? E 7 | DE dn "m dn a DET | | dn DR 1 vas 08 (n,2) + 
Ó Ó 
MONS dae r([$dlogr. 9 dlogr 
gl | (" =f ge v)ds— pig ea (m "d gt 2 ds | cos (ny). 
a dr 0n aJ |? dn 05 dn | i 
C Cc 


A cause des formules (10) et des relations: 


Ed 4 dy a = 
cos (n,x) = ae =— ee — — cos (s,Y), 
dy dx emits 
BO) ee z e ce) 


et en introduisant les notations: 
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hind s( aem d. a aad k ast d 3 
"PETS cos (nt) + an cos (n,y), lah we cos (8) %) + on cos (5,3). 
on a encore: 
1 d (dlogr id (dlogr 
(ran (Peta 
P(S, 1), "ic dn RE ds, Jam “= 
e © 
E "OX", a 2 A 
xs | Los cos (5,9) + ae ae uds — 
ê 
I {a ye ü _ 
iis | EZ * eos (suy) + —= cos (sx), vds = 
5 
i d fdlogr rd [dlogr 
deux: IST ud, EXE ! 
zt dn, | 770 d i a ds, dn D 
C 6 
2d [drdrdlogr 2d dr\° dlogr 
as ed ue pis " (ia) cix ve. 
C Gi 
Pareillement on aura: 
4 zt d (dlogr. rd fdlogr 
po Oe er e d ue 
QG. 9). c dn, | dn ' dS, dn 
Ó e 
2d (drdrdlogr 2d dr\* d log r 
Tran har (ig) am vds. 
[of e 
4. On vérifie aisément les identitées suivantes: 
.d dlogr d dlogr d dlogr | d dlogr 
dn, dn as dst ds, dh "dn us 


d Ec _ drdr d dlogr dlogr d pre a 


ds,\dxdy dn dxdyds, dn du ds, \dxdy} — 





. Orórd dlogr , dlogrd ie | = d (s drd zen) 
 dedyds dm, dn, ds\dxdy] ds\dxdy dn 
d Ee Eid ae - (7) d dlogr , dlogr 0rd (2) & 


ds, | | dn dx} ds, dn dn ~ dxds, Vx 
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dr\?ddlogr , dlogr ord b d d s] € log r| 
E ds dm, ' dn, vds Wx]| ds|Vm| dnm, |’ 


d i logr| d ee *dlogr| | 
ds, |\dyl dn | ds] m dn, | 


Par suite, on peut écrire: 


P(E. Mr | dlogr, Id dlogr, 
fr C 


= d \drdrdlogr| a, 2 | d | 
v ds\dxdy dn, | a | | 


& 


et, si l'on admette que les fonctions u(s), v(s), des points de la courbe C, aient les 


du 


has > dv 5 : , x apes 
dérivées du premier ordre 252 as partout finies et continues, en résultera, à l'aide 
s? d 


d'intégrations par parties, 


PE) == m 


id orit 2d Te , d? 
rl eh x dn, Sas 
ó ©: 
2 [drdrdlogrdu 2 iG AE log rdv 
— — — dds + - - ds; 
| ax ay dn, ds “a dx} dn, ds 

GC C 
et ensuite: 





£ 1 (dlogr du ı (dlogr dv 
P($, x), = =e - ds — = .—_ds + 
(5, 0 7 ds d d ds 
C e 
2 (drdrdlogr du 2 [( [dr\?d log rdv 
và fArdzdivgn de, a (Prag edu, 
sc) dady dn ds ct} Vr] dn ds 
a 6 
.1 (du cos (rs) — cos (rs,) I [dv cos (rn) — cos (rn,) 
El — — és 
76 | ds r 1 |. ds r 
C C 
2 (dudrdr cos (rn) — cos (rn,) 1 2 E 3 cos (rn) — eos (rn,) à 
= (aa: ds + _— ————" ds, 
a | ds dx dy r A | ds\dx 7 
C C 
ou: 


dy a dr dy 
cos (rs) = = cos (sx) + 7 cos (sy), cos (rs,) = — 7; cos (s.v) — | cos (sy), 
2 7 | 


ds 
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dr dr dr Or 
cos (rn) = jon COS (ma) + dy cos (ny), cos (rn,) = — JE COS (nj) — cos (ny). 
: = | 


Il ne sera pas inutile de rappeler que le point (§, 1) est supposé toujours 


éloigné de C 
5. Supposons maintenant que les coordonnées des points de C, considérées 

comme fonctions de s, soient finies et continues, ainsi que leurs dérivées des deux 
: : AS ; du dv 

premiers ordres. Alors, à cause de la continuité des fonctions FEY CN on peut 


affirmer que les expressions: 


‘du cos (rs) — cos (rs,) "dv eos (rn) — cos (rn) 
| - —-ds, + —" ds, 
ds r ds r 
C C 
"du dr dr cosírn) — cos (rn,) "dw [Ór|? cos (rn) — cos (rn) 
— + ds, ——| + ——— ds, 
] ds dx dy iP ds \0x 7 
a 


C 


tendent uniformément vers des limites déterminées et finies, lorsque le point (5, n), 


toujours éloigné de C, s'approche indéfiniment du point s, de C, suivant une direc- 


lion quelconque. 
En effet, remarquons d'abord que l'on a: 


len rn . (nn ln 
2 sin DEREN sin (nn) , sin (as) : 
cos (rn) — eos (rn) 2 2 pr 2 . (rn) (rn) v 
————M— _— === 5 a ; == Sin - . ; 
r p r r 2 Y 
2 


et, si nous supposons, pour le moment, que le point p (ou y!) soit sur la normale 


^,, on pourra écrire: 





20 (022273) 
sin — : 
cos (rn) — eos (rn) 2 A (rn) + (rn,) sin (rn,) 
—— —€— * 8I = ——__——- + ———— 
T jl 2 sin (r'n,) 


D | 


Des propriétés admises pour la courbe C, en résulte, qu'on peut fixer un 
nombre positif A tel que l’on ait, indépendamment de la position de s, sur C, 


: nn 
sin i o) 
— ISA: 


lo 
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En outre, si l'on donne un nombre positif 7 inférieur à l'unité et un nombre 
positif € arbitrairement petit, on peut fixer, indépendamment de la position de 
s, sur C, un segment à tel que, pour la portion C, de C, dont les points ont de 
n, une distance non supérieure à 0, on ait: 


| sin (7m,)| > v, 


e ross i 
OT. 3 


€, 


: : dv e: 
oü JM est le maximum des valeurs absolues de ds Alors nous pourrons écrire: 








"dv cos (rn) — cos (rn) : 
RINDE NET, : 
| ds r 


ds r 


& N cos (r'n) — cos (r'n,) & 
6, & 


o ds|«- 
3 





En dependance du segment 0, deja fixe, et indépendamment de la position 
de s, sur C, on peut fixer, ensuite, un autre segment 0! tel que pour ps, <0! 


(ou pour p's,« 9') l'on ait: 





‘dv | eos (rn) — cos (rn,) "dv cos (r'n) — cos (r'n,) € 

v LM ——" ds — | —- — ; : ds | < 

ds j ds r 3 
C=C, C—Ci 


Par conséquent, nous pouvons écrire, pour p (ou p sur n, et pour ps, <0’, 
(ou pour p's, « à): 


ds. r | ds r 
C C 


| E: cos (rn) — cos (rn,) oy te dv , cos (7 n) == CUS (rn) e | ra 


Eu égard à lindépendance du segment 0’ de la position de s, sur C, cette 
formule nous porte à conclure que l’on a: 











: "dv cos(rn) — cos (rn,) ; dv cos(rn)— cos (rn, 
lin | —* ag) o5 (rm ds — lim SCORE C ) qs = 
pan US r pa) Us r 
C C 
‘dx eos (r'n) — cos (r'n,) 
= m ——" ds, 
ds 7 


C 


lorsque le point p (ou p) se rapproche vers de s,, suivant une direction quelconque. 
De méme l'on aura: 
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> "du cos (rs) — cos (rs ; "du cos (rs) — cos (rs 
lim | ESS) - (86) 5 — lim las Ge) ur 
p=so, ds ) p=) ds n 
C C 
| [du cos (rs) — cos (r'8)) 7, 
| ds r' iu 
C 
. "dudrdr cos(rn)— eos (rn ‘dudrdr cos(rn)— cos (rn 
lim IE eh ud — ( to) dg = Fr - 25098) - ( à) qg — 
p-s,] ds dx dy ) p'-s,] ds 0x dy r 
C G 
dur dr! cos (r'n)— cos (r'n,) 
= ee ; = ds, 
dsx dy r 
e 
6. Introduisant la notation: 
Tact "du cos (rs) — cos (rs 1 [dv cos(rn) — cos (rn 
AE, = — A (rs) — c (So) 19 — [ . cos (rn) ( ») ds - 
: ds. r zx | ds r 
(el e 





2 pr cos (rn) — eos (rm) a5 à 2 ea AE cos (rn)— cos (rn, jus 


d s x dy val pU ds \dx s. 


u Le 
b C 
on peut écrire: 


(12) lim A(S, 5), —lim A(§, y), — o. 


P=So p'=s 


En outre, si dans les (9)' nous remplacons les «, v respectivement par Fae 





dv : : AN. 
cs et si ensuite nous retranchons, on déduit: 
[ im {2 [Orr dlogr du ht: [s r\’dlogr dv zi 
p-5 | =| dx dy dn AS mm zl dn ds | 
[2i (el 
(13) | 
> l'ürÓüv 5 AR ; 
| EE | drdr dlogr du, — | ( a 'dlogr dv „| c 
| p= |) xy dn ds a} \dx} dn ds | dS} s=s, 
5 4 
On a encore, comme il est bien connu, 
À fdvd log r ‘dvd log r dv 
I lim + ee de: Jim — ls = — 2 | . 
(14) er pq AST, punt | ds an " VEA ees 


C © 
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Enfin, si l'on fait la supposition que la fonction u(s) ait la dérivée du deuxième 


ordre finie et intégrable, on obtiendra, au moyen d'une intégration par parties, 


ls log. 


u 
Y 


du 


ds; 
(SE 


"dlogr du 
| ds ds 
@ c 


et, par conséquent: 





——319)6 


L s de (CHOBE Ci > e 
(15) lim - | ds — lim RE 


FE ds ds p'=s A) 
G @ 


I [^ logr du 


Des (12), (13). (14). (15) en résultera: 


(16) lim P(§; m), — hm PE 7), — 0: 
P—So p'—8o 
C'est la formule que nous voulions établir. 
Pareillement, si l’on suppose que la fonction v(s) ait la dérivée du deuxième 
ordre finie et intégrable, on aura: 


(16)' lim Q(5, 7), — lim Q(5, 7), = 0: 


P=S0 D'=S0 


Nous pouvons résumer les résultats obtenus en énonçant le théorème: si 
les coordonnées des points de C, considerées comme fonctions de s, sont finies et con- 
tinues, ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres, si les fonctions u(s), v(s) 
ont les dérivées du deuxième ordre finies et intégrables, on aura que les expressions 
P(S,7),, Q(Z, y), tendent uniformément vers des limites délerminées et finies, lorsque 
le point (S,n), toujours éloigné de C, se rapproche indéfiniment du point s, de C, 
suivant une direction quelconque; et les limites qu'on obtient, lorsque le point varia- 
ble (£,1) appartient à 6, sont égaux aux limites qu'on obtient, lorsque le point varia- 
ble (S, 1) appartient à 0°. 

Ce théorème est parfaitement analogue au théorème sur la continuité de la 
dérivée normale d’une double couche. 

7. Il faut observer que la condition de l'existance et de l'intégrabilité des 
dérivées du deuxième ordre de w(s) et de v(s) sur C, a été introduite pour éta- 
blir la (15); pendant que pour établir les (12), (13), (14) il suffisait supposer que 
les dérivées premières de w(s) et de v(s) fussent finies et continues. Par suite, 
si l'on suppose que les dérivées du premier ordre de «(s), v(s) soient finies et 
continues sur C, on pourra démontrer pour les expressions: 


> 1 (dlogr du, E ı (dlogr dv, 
(17) Pi). — f ds TE QG. 1) — 7 | ds a 


€ 


C C 
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le même théorème énoncé plus haut pour les expressions P(£,1),, Q(S.1),. A 
fortior nous pouvons énoncer le résultat suivant: si les fonctions u(s), v(s) des 
points de la courbe C sont finies et continues, ainsi que leurs dérivées du premier 
ordre, et si les expressions (17) admettent des limites finies, lorsque le point (S, 1) 
de o (ou de 6!) se rapproche indéfiniment du point s, de C, suivant une direction 
quelconque, ces expressions admettront les mêmes limites, lorsque le point (5,1) de 
o' (ou de o) se rapproche indéfiniment du point s, de C, suivant une direction quel- 
conque. 
S. Ce théorème vaut aussi pour l'expression: 


ı (dlogr du 
ds ds 
C 


i= ds. 


En effet, supposons, pour le moment, que le point p soit sur la normale 
n,; et prenons pour origine des axes le point s, pour axe des x la tangente au 
point s, de C et pour axe de y la normale n,. 

Observons, avant tout, qu'on peut fixer, indépendamment de la position de 
s, sur C, un segment 0 tel que, pour les points de C, qui ont de n, une distance 


non supérieure à 0, on ait: 
y — (a+ e)x”, cos (ys) — (b + ez, 


où a et b sont des constantes finies, et où e, &' sont des infiniments petits par 
rapport à x. 

Ensuite, ayant donné un nombre positif «, aussi petit qu'on veut, on peut 
fixer, indépendamment de la position de s, sur C, une portion C, de C, qui con- 
tient le point s, dans son intérieur, et telle que la distance de ses points de n, 
soit non supérieure à 0 et que l'on ait: 


=| 


du 


Hs ds < «. 








En posant: 











on aura: 
pets À Lug ar le lee 
7? ct m: + mm y? p^ 








et, par conséquent, pour tous les points de C,, 
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ve fr + 0| (a + 5) x), 


où 0 est une quantité qui dépende de x et qui est comprise entre — r et r. On 


pourra done écrire: 


r jdlogr du 
Az 5j ds ds Lux 
C, 
x (fx Alei Cdp au a re 
x \rs cos (sa) + —,— co (sy) i ds — 2 5 cos (sx) dE ds + 
Ci C, 
+ = | E (20 |(a + e) x | + 0? (a + e)? 33) cos (sa) + a (6+ aride 
CG, 


Par suite, ayant donné un nombre positif arbitrairement petit, nous pouvons 
fixer, indépendamment de la position de s, sur C, une portion C, de C, qui 
contient s, dans son intérieur, et telle que l'on ait: 
Tas 
B,(p) = Pe | - cos (sa) 
C, 


du 
ds tet Wee, 


0 


où c est une constante finie et positive, et où 0, est compris entre — r et r. 
De méme on aura pour le point p', si l'on suppose p' —(o, — 7), 
1 fdlogr du TOUT da 


Me > as t A , d a Ju mi 3 
B, (p)— | We ds a SEES) edi + 0 cg, 


6, (of 
où 4’, est compris entre — 1 et 1. On a donc: 


B, (p) 75 B, (p) > (0, — 60)cg. 
Ayant posé: 


| [dlogr du 
| ee 


6—0, 
on peut fixer, en dépendance du segment 0, fixé plus haut, et indépendamment 
de la position de s, sur C, un autre segment Ó' tel que, pour || « 9, l'on ait: 
| B, (p) — B, (p') |< 8. 
En concluant, nous pouvons écrire pour |7| <0’: 


| B (p) — B (p)| « (2c 4 x) g. 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 3 février 1909. 29 
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Eu égard à l'indépendance du segment 0’ de la position de s, sur C, cette 
formule nous porte à conclure, comme nous voulions l’établir, que si l'ex- 
pression B admet une limite déterminée et finie, lorsque le point (§, 1) de c 
(ou de s) se rapproche indéfiniment du point s, de C, suivant une direction 
quelconque, elle admettra la méme limite, lorsque le point (§, 1) de 6' (ou de 6) 
se rapproche pareillement indéfiniment du point s, de C, suivant une direction 
quelconque. 

Ce résultat-ci et celui du numéro précédent nous donnent le théorème 
suivant: si les fonctions u(s), v(s) des points de la courbe C sont finies et continues, 
ainsi que leurs dérivées du premier ordre, et s'il existe une des limites qui appa- 
raissent dans la formule (16) [ou dans la formule (16)']. existera l'autre limite, qui 
apparaît dans la même formule, et les deux limites seront égaux. 

Avec des considérations plus compliquées, nous pourrions démontrer le 
même théorème par des conditions moins restrictives sur la nature des fonctions 


u(s), v(s).! 


ixtension des théorèmes sur les simples couches. 


9. Soient q,(s), g,(s) deux fonctions finies et continues des points de la 
courbe €. Formons avec ces deux fonctions les expressions: 


4 7 Iy\2 Ir Or 
u (5,1) — —. | [tos r+ (52) by, (Er al (as. 


0xO0y'! 
(18) CES E A 
| AE RT Or Or x | Ax Or =] 
"TAS A | rm ü af en pee lc] | in (8) |d s. 
6 


Les fonctions w,(E. 7), v,($,n) sont finies et continues dans tous les points 
du plan de C, dont les coordonnées £, sont finies; lorsque le point variable 
(£1) s'éloigne indéfiniment sur le plan, elles se comportent, en général. comme 
log o.° 

On peut vérifier aisément que les fonctions u, (5, 1). v, (5, ,) satisfont aux 
équations: 

Ju, üt 


^ ^ , [4 u, dv, 
^" 40, = 4° | anne = 
dn OF fs dE dy : 


Ss 
j = 


et que la fonction associée de 0, est: 


! On peut voir: Liarouxorr. — Sum certaines questions qui se rattachent au probleme de Di- 
richle! (Journal de Mathématiques pures et appliquées, s. 5%, t. IX, 1898. 
? Rappelons qu'on a désigné par p la distance du point 2,7 à l'origine des axes. 
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te “| is ere ded log r vias 


ay dE 


10. Considérons les expressions: 


2 1 (du dv Ju I 
| U, (5, no = 2 (28 ne 2s] cos (n, %) + | en 2 x] cos (m, y); 
2 ] 2 


0 
(19) dv, à 
T fs a CON "J 4 
| AE [Fe js 2 a] cos tv, x) F 2 l7; ds cos (n, y). 


En posant: 
rss _ (a r\* fdlogr OI Te | 
en, 2 li ue i DE eos (1, x) + 7 pee (rage 


i 


irs yen fis + OR Uren dlogr 
A: (En) = Ur DE eos (n, x) + jg, COS (Noy) 


oh ae la Zu 14 logr bry tig dlogr — | 
y (S. 1) Sate x | aE c COS (N, x) Ar 7 " cos y) , 
on trouve: 
Mee TM n oe ANE 
[ 1 (§, 7), =— 7 | CX (5, Mo Pr a: (5, Wo Uy ds, 
C 
obs pee He T Tena. 
F 1 (5 11)o RS 1 | P NE 1)o f. xi l AS, 1} Jo U,; ds, 
C 


ou encore: 


U, (Eq) = IA, + Y's W,) ds — 
I er rt rl [c 1 L fy! 1 AE Y af 
m it X, + X (S, Nos Pi Ur © gr (em Jos Yı 


SRE | Xn, F Y", W,)ds— 


H 


C 


- I 
7 - 
J 1 (5, ! )o 


-1 


T cer rem. e 
p^» | [OX at X7 (5:25) Ps ay er VE Mey Pld s:. 


6 
Les integrales: 


: s pes OU " VR 
An (& n)o =< al (X's d: X (§, os 1 Ir 2 s + } (S; Mus Wilds, 
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je ne | i x hse 
BG) — 7 JURA AME Mahon + Oe Y" Gap) Wilds 
G 


sont de la méme nature que l'expression A(S§,7), du $ 6; par conséquent, si 
nous supposons que la courbe C satisfait aux mémes conditions du $ 5, on 


aura: 
lum AE) = in AE) Pd NS? 
P= p'=s 
lim B', (5,1), = lim B', (§, 7), = B, (s), 
P=S p'=s 


où A’, (s,), B',(s,) désignent ce que les expressions A’, (§, 7), B', (5, 1), diviennent 
au point s,—(£ 5) de C. 

On vérifie aisément que les valeurs des expressions X'(§,1),, Y'(§, 1), 
X"(&,7),, Y"(§ 1), au point s,—(§',7/), quel que ce soit, sont respectivement 
égaux à ce que deviennent les expressions «(s, 8), 3 (8, 8), «'(s,s,), (s, 8), 
lorsque l'on échange s avec s,. Par conséquent, si l'on désigne par U, (s,), V, (s,) 
ce que déviennent respectivement les expressions U, (5,7), V, (5,7), au point s; 
de C, on pourra écrire: 


n 


|^ (s) m — 7 | f (808) qu À (Sy 8) i) de, 
| e 
(20) \ . 
| [n (So) = — : | 4 (so, 5) 9, FP "(Gp s) U,yds; 
C 
AN) - | Ka (8, 8) + & (8, $)}Pı + (B. (8, 80) + B (85, 9); Wılds, 
e 
pe (So) ES c = | cl (s, So) + a (So 8)j fi 3b uo (s; So) + p (sy; s)} W,]ds; 
rel 


et encore, en vertu des formules (9), (9), 


(21) lim U las 1)o zx (si) ar Ur (So); lim V Er n)o ==, y, (Si) s V, (So): 
P=S P=So 

(21) lim U, (5, >> 1])o = Ps (So) + U; (So), lim Vs (5, 11)o = U^ (So) + W. (So). 
D'=S p'=s 


Ces formules sont parfaitement analogues a la formule de discontinuite de la 
derivee normale d’une simple couche. 
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CHAPITRE III. 


Résolution du problème intérieur. 


1. Ecrivons les équations: 


( du dv 43 (CU dv : 
1) On DE’ In: v e 


et rappelons qu'on a posé au Chapitre précédent (§ 2): 


AME log 7’ 


dr'\?d log r' 
dose log EZORS Iz dn 


9 (8, 85) = 2 


N 
— 


or Qr d log v' 
2>—>———_* 
dxdy dn 





| Biss) als 


Supposons que les coordonnées des points de la courbe C, considérées comme 
fonctions de s, soient finies et continues, ainsi que leurs derivees des trois premiers 
ordres. Alors les fonctions «(s, s,), (s, 8), « (8, 8) = 2 (s, 8) des variables indé- 
pendantes s,s, seront finies et continues, ainsi que leurs dérivées du premier 
ordre par rapport à s, pour tous les valeurs de s et de s,, qui correspondent 
aux points de la courbe C. 

Soient u(s), v(s) deux fonctions arbitraires des points de C finies et continues, 
et assujetties à la condition: 

(3) | fu (s) cos (sx) + v (s) cos (sy); ds — o. 
(o 

Cette condition est nécessaire, si l'on veut que u (s), v(s) puissent représenter 
les valeurs aux points de C, d'une solution des équations (1), considerées dans 
l'aire finie 6. 

Considérons le systéme d'équations fonctionnelles: 


^ 


u (So) He tf (s) v E | {ce (s, 89) f (s) T I (s, So) (s); ds, 


| 
| 
l (8) = v (s) —— [ (8, 80) (9) + Gs) (93d 
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et le systeme d’équations homogenes: 


[o =F; (So) — fe (s, 84) f (s) + P (8, 8) V, (s)j ds, 


| ke! (s pi) + 38) (s)} ds. 


e. 





r*dlogr e 4 [9r d log r 
2 (ar dn, , l (So 8), FE — Cal dn, , 
pU. dr'd log r' 
? 9x dy dn, 








| Y (So 8) = x" (So S)o , 
et remarquons, comme au Chapitre précédent (§ ro), que nous pouvons obtenir 
les fonctions X',(s, s), Y'".(s, s), Y's (so, s) = X"s(s), 8) respectivement des fonc- 
tions «(s, s), 9'(s,s)), g(s, s) —«' (s, s,) en échangeant, dans ces dernières fonc- 
tions, la s avec la s,, et inversement. d 

Ceci posé, considérons encore le systéme d'équations fonctionnelles homogenes: 

Se s 

[ov 6) — À te s fs (9) + 8 (eu 8) ^ (9) ds 


C 


— 
On 
I 


| 
| 
| o = V^ (s) — | fal! (su 8) q^, (8) + B (ss 8) V^, (s)} d s, 


que lon peut obtenir du système (5) en échangeant dans les fonctions « (s, s,), 
3'(s, 8), (s. 8) = « (s, 8), qui contiennent, la s avec la s. Nous appelerons les 
équations (5), (5): équations fonctionnelles associées. 

Puisque les fonctions (2),(2) des variables s, s, sont toujours finies et con- 
tinues, on pourra énoncer, en vertu des résultats, bien connus, de M. FREDHOLM,' 
les théorémes suivants: 

1:0) s; les équations (4) admettent une solution, celle-ci sera finie et continue; 

2:0) si les équations (5) ou (5)' admettent des solutions différentes de zero, ces 
solutions seront finies et continues; 

3:0) s? les équations (5) admettent m solutions linéairement indépendantes, on 
aura que les équations associées (5)' admettront aussi m solutions linéairement indé- 


pendantes; et réciproquement. 


! Sur une classe d'équations fonctionnelles. — Acta mathematica, t. 27. 
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2. Les équations (5) admettent la solution différente de zero: 
(6) q', (s) — cos (ny), V. (s) = — eos (na). 


En effet, on a: 


I 
; | (e (s,, 8) cos (ny) — „s) cos (nt); ds — 
e 
2 fffdr\*d log r' dr ür d log »' 
= » 157) dn, gus si (ry dn, Coane ze 
(8! 
_ 2 [dr dlogr'dr Mec Or dvi! d logr 5 s 
= dy dn, dni m | dydn, dn ae 
P À 
2 (9 j ) 4! 
HR LG n dod (n,2) + : ose gee 
x] dy dn dé on Sl 
C 
..  2008(n,v) | 0r dr'd log r' 2 GOS aoe dr! | Ne RE 
= a Er dy dn ge | Ge dn toire) 
C C 
TO oes 2 (Or dl 
=) a (s,, 8) cos (ny) — 3 (s,, 8) cos (na); ds = — = | : doe E ds — — cos (ma). 
a [s 


On aura done, en vertu du théoréme 3:0), que les équations (5) admettent, 
an moins, une solution différente de zéro. 
3. Désignons par q,(s), V" (s) cette solution, et considérons les fonctions: 


a 


(D, (5 1) — 777 2 | ex Pi (s) + Je V, (s)} ds, 
;U 
e 

FE) — E [tun + Y" (045. 
e 


formées avec les q,(s), v^, (s). 

On vérifie aisément que les fonctions @,(£,1). #,(§, 1) satisfont toujours 
aux équations (1). On aura encore, en vertu de la continuité (théoréme 2:0) 
des fonctions q,(s), ("^ (s) et en vertu des formules (9), (9)! du Chapitre précédent 
et des équations (5), 


lim 0, (5, 7) = 7, (8) — - | fe (s, 8) P, (8) + B (8, 5) V, (s)y d s — o, 
P=So are 


C 
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P=S0 7U 

C 
| tim 0, (§, 9) =—Q, (85) — = | fa (8, S) d. (8) + B (s, s) V, (s)) ds = — 29, (si), 

| GC 

(7) | 
im, &n)= U (80) — : fa! (8, So) q, (s) + B' (s, 5) V, (s)} ds = — 2 V (sy). 
p'-—s, 4 
C 


Les deux premières de ces formules nous donnent, en vertu du résultat 
1° établi au § 4 du Chapitre I, 


(dans l’aire 6) Dem) se) — 05 
et, par conséquent, l'on aura encore, quel que ce soit le point (5, ,) de l'aire c, 


(Mes 00, x OF, s 








C, (8, 1) = 0g ar O. 
4. Les équations: ; : 

00; 100, 00,7 = 500, 

gb On e S WO EO Oe 


nous donnent, pour la fonction associée de ©, (E. 7), 
(dans l'aire c) I’, (§, 7) = const. 


On aura donc, quel que ce soit le point p= (£,1) de e et quel que ce soit 
le point s, = (£', »/) de C, 


OD, 


0g 


ID, 
0x, 





D | H 


jp 
RA n cos (nsa) + | —- Pj cos (n,y) = — = I, cos (n,Y), 


À op ik ID 
Q: (E; 7) — (Ge E cos (nya) + - e a 


Do 
FF qe} COS (my) — 7T, cos (N,%). 
i 5 = 


En vertu de ce que l’on a remarqué au $ 4 du Chapitre I, après avoir écrit 
les (11), et au $ 8 du méme Chapitre, nous pouvons prendre pour les valeurs, 
aux points de C, des expressions X, Y! correspondantes aux intégrales ®, (5, 7). 
W,(£,r) des équations (1), c'est à dire pour les valeurs des expressions (11) du 
Chapitre I, correspondantes aux fonctions ©, (§, 7), #,(£, n), les limites suivantes: 

X0) — lim P, (§, 7), — — = I, cos (ny), YO = lim Q, (5; y); = = I’, cos (n,®). 
2 2 


P=S0 2 P=S0 
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Puisque, comme l'on a remarqué au § 1, les fonctions «(s, s), 3'(s, 85), 
c (s, $,) = 2 (s, 5,) ont leurs derivées du premier ordre finies et continues, on aura 
des (5), en derivant, que les fonctions %, (s), Y’,(s) admettent les dérivées du pre- 
mier ordre, qui seront finies et continues sur C. Alors nous pouvons appliquer 
aux expressions P, (§,7),, Q, (5, 5), le théorème du § 8 du Chapitre précédent, et 
ainsi nous aurons pour les expressions X, Y( [les (11) du Chapitre I], cor- 
respondantes aux intégrales € (5, 1), P; (5,1) des équations (1), considérées dans 


l'aire infinie o’, 


= 3 - Tee. = ; x TR 
AU — lim P, (S, y) — — > T, cos (n,9), yu — lim Qi (S, my — , T', cos (n2), 
p'—s 2 p'—sy 2 
où /', est une constante. 
5. Remarquons que la constante [', doit être différente de zéro. En effet, 


admettons qu’il soit /', — 0. On aura: 
(sur la courbe C) Xn yay: 


Alors, en observant que les intégrales @, (§, 1), P, (5, 1) des équations (1) se 
comportent aux points à l'infini du plan de € comme la fonction o, on pourra 
appliquer le resultat 4°, établi au $ 5 du Chapitre I. Ainsi l'on aura: 


(dans l'aire 6") DIE nm) = 8, (5; m) — 65 
et, en vertu des (7), 
(sur la courbe C) q, (s) = V, (s) — o, 


pendant que, par hypothèse, la solution y, (s), U, (s) des équations (5) est diffé- 
rente de zéro. 

6. Cela posé, supposons que les équations (5) admettent une autre solution 
gp: (s), V', (s), différente de zéro. 

Formons avec cette solution q.(s) V,(s) les fonctions ,(§, 1), P,(S, 1); 
O, (5, 1). n 5); P,(E x). QE, mo; XO, YO: XO, YO, analogues aux fonctions 
(DuC pco ONE MET (Em) Qr gs OY Osea Y 0 Tor- 


mées, précédemment, avec la solution q,(s), U, (s). On aura, comme au $ 4, 


X06 — lim P, (§, 3), = — - T,cos(n,y), Y= lim Q,(£, 7) — * I’, cos (nx), 


: Jm 
D —So = D' —So = 


ou I’, est une constante différente de zéro. 
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Déterminons maintenant une constante 5, telle que l'on ait: 
(8) D +or,—0; 
et envisageons les Ar 
(9) (3 (8) =P (s) + b qs (s), Us (s) = Vs (8) + b us (s). 


Evidemment ces fonctions forment une solution des équations (5); et si nous 
formons avec cette solution q(s), V, (s) les fonctions 0. (5,9), EE 0); OS (5, my 
D,(5, 7); P&(S, Mo Sn); X9, YO; XS), Y9), analogues aux fonctions ®, (5, 7), 


"Pec on aAuramencore: 


X9 — lim P, (&, 7), — lim P, (8, x), + 6 lim P, (8, y), = 


p'=so P'=So p'-s 


— - (T, + bT,) cos (n,y) = _. I, cos (ny), 


Y® — lim Q, (5,7), = lim Q; (5; 9), + 6 lim Q, (Em) — 


0 
p'=So P'=S0 p'—so 


= (REP b>) cos (rx) = - l’, cos (nox); 
et, d’apres l’equation (8), 2 1 
l'y — 0. 
De cela on déduit, comme au $ 5, 
(sur la courbe C) Pa(s) = V (s) — o, 


c'est à dire: ^ 
pi (8) + bp, (8) — o, U^ (s) + bus (s) — o. 

On a donc le résultat suivant: wne solution quelconque q.(s), V'(s) des 
équations (5) est toujours égale à la solution q, (s), V, (s) multipliée par une méme 
convenable constante; en d'autres termes, si l'on considére comme différentes entre 
eux, ces solutions qui sont linéairement indépendantes, on peut dire que les 
équations (5) admettent une solution seulement différente de zéro. 

7. A cause de ce résultat et en vertu d'un théoréme sur les équations 
fonctionnelles', on a: la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solu- 
tion p(s), (s) des équations fonctionnelles (4), c'est que les fonctions données u (s), 


v(s) vérifient la condition: 


! FREDHOLM; l.c, § 2, n. 9 
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J 


OE [ inen + v(s) WW, (s) ds — | fu (s) cos (ny) — v(s) eos (nz); ds — 





Ü © 
= | fu(s) cos (sv) + v(s) cos (sy); ds. 
C 
Or, en vertu de l'hypothèse (3), cette condition est vérifiée: on en conclut, 


par suite, que les équations (4) admettent une solution q(s), W(s). 
Cela posé, formons avec cette solution y(s), (s) les fonctions: 





| Tet) es = [Xv + Y',wW(s)\ ds, 
| 2 
(10) ! 
v(5, 9) =— : | QU (s) + Y'",v(s)y ds. 
| UÉ 


On vérifie tout de suite que ces fonctions satisfont aux équations (1). En 
vertu de la continuité des fonctions q(s), '"(s) (théorème 1:0), des formules (9), 


(9) du Chapitre II et des équations (4), on a ensuite: 


> 


lim u(§, 7) = p(s.) — > | fa(s, s,)p(s) + B(s, s.) (s) ds = u(s), 


P—So 


lim’ »($, 7) = v(s;) — s: Jc. s,)q (s) + g'(s, Sy) w (s); ds = v(s,). 


)—5 7 
P=30 3 


Par conséquent, nous pouvons énoncer le résultat suivant: les fonctions 
u(S,»), v(£,r), données par les formules (10), considérées dans l'aire finie o, satis- 
font aux équations (x), et, sur C, elles se réduisent aux fonctions données u(s), v(s). 

Ainsi nous avons résolu le probléme de l'intégration des équations (5) du 


Chapitre I (problème intérieur). 


Résolution du problème extérieur. 


S. Soient données deux fonctions quelconques u(s), v(s), des points de C, finies 


et continues. Envisageons le système d'équations fonctionnelles: 
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| us) plo) + E | (als, 5) p(s) + (5, 8) (8); ds, 

| | : 

(II) | 

| 


vl) 9) +, [fs sp) + BCs, so) (a) ds: 
a ie 


et le système d’equations homogènes: 


[ o =, (80) + - eis. 8 )P, (S) +3 (s, s.) V, (s); ds, 





| : 
(12) | 2 
I I 
0 = W, (8) + ; | (a! (s, 85) 4 (8) + 2" (s, 8) (8); ds. 
| 2 
Les équations (12) admettent les trois solutions différentes de zéro: 
(13) Q,-—X(s) WV,-—gy(s; Pak, V,—0; Pat, Ya, 


où a(s), y(s) désignent les coordonnées variables des points de C, et on k, 7 désignent 
deux constantes arbitraires. 
En effet, les formules (22) du Chapitre I nous donnent: 





£' = a(s,) — lim | — [ex xS) ds) ; 
P=s0 24 
E 


n = (8) = lim je | eX". y Y",)ds, ; 
, p=% | 2n | 
6 


et, en vertu des (9), (9)) du Chapitre II, on aura: 


x (s). [215 — 1 [Ge (ss) + ys) d (8 s)}ds|, 


ZU 


ye) — Sn — [mets 8) + y (5) 9 (s, ads], 


ou bien: 


05 x (s,) RU = [ke (s, S))x(s) AE p (s, 89)y(s); ds, 
aU 


C 


o — gs) + à [os sans) + Gs sdy(s)i de. 


« 


C 
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De même, des (23) du Chapitre I, l'on aura: 


I 
o=k+ | «c (s, s,)k + P(s, s,)oy ds, 
7L ke 
C 
: I ; Ife ec - Ife e V die: 
9 — fa (s, s.) + g'(s, s,)oy ds; 
A 
C 
— I í > c ac P" > 
Or fa(s, s.) o + B(s, s,)Jy ds, 
m 
C 


ENS: : 
9i -- [| «ts 8,)0 + BP (s, 8))7} ds. 

al 

C 

La proposition est done établie. 
9. Maintenant nous voulons démontrer que le systéme d'équations homo- 
gènes (12) n'admette d'autres solutions, que les trois solutions signalées q,,, t; 

1 125 


(fi Ui dues Via. En d’autres termes, nous voulons démontrer qu'une solution 


quelconque du systeme d'équations fonctionnelles (12) a toujours la forme: 
A'z(s) + k!, h'y(s) + j!, 


où h', k', j sont des constantes. 
En effet, soit q,(s) W,{s) une solution des équations (12). Formons avec 


1 


les fonctions q,(s), #,(s), les expressions: 


D (Em = — | {X's qp. (5) + Y's di (s)} de, 


ES TO m 7I \ 
Fl), [Xp (5) + Y'en (9); ds. 


C 


En vertu des (9), (9) du Chapitre II et des équations (12), l'on a: 


lim @,(§, 1) rx — 9n $5) T - fre (s, So) Pi (s) Tp (s, Sy) U, (s)yds iz («4 (89) 
p=s 7 
Gi 


(14 


P=50 Am 


) | 
| 
| lim P, (§, 7) — — W, (s) + : fe, Sy) Py (s) + 8' (s, 5) U, (s); ds = — 2 V^ (ss); 
1 
6 
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lim @,(§, 7) = ps) + : fre (s,s)p,(s) + 2 (s, 8))W,(s)} ds — o, 
p'=So 4 


C 


lim pr (S 1) = U, (s) Eis fee 8), (8) Sr 3'(s, Ss)", (s)} ds =0. 


p'—s, 


C 


Les expressions ®,(£,1), 'P,($, 7), considérées comme fonctions des points 
(5,;) de l'aire infinie o', satisfont aux équations (1) et aux points à l'infini du 


2 Wei ; x 
plan de € se comportent comme la fonction |; par conséquent on aura, à cause 
9 


des (r4) et du résultat 3°, établi au $ 5 du Chapitre I, 
(dans laire 6!) ®,(&, 7) — 8, (, 9) =o. 


De cela lon déduit, en introduisant, comme aux $$ 3 et 4, les expressions 
= J > ie z( ‚(1 v zü . 
(QE my mem) OSs aye XO ey eae YT. et en raisonnant comme 


au $ 4, 


; : = Tes = : T Dy. 
XU — Jim P,(&, Mo — — 7 1" eos (ny), YU Jim Q,(3, i), = D, cos (n, x), 


P'=3%0 = p'=% 
ou J’, est une constante; et, par conséquent, 


(15) X - lim Pi(é, mo = — : I’, cos (m, y), Y" — lim Q, (5, == Tr cos (me). 


> 
p-—so z P=S 


Remarquons que les fonctions @,(S,1,), #,($,1), considérées dans l'aire finie 
v, satisfont aux équations (1), et sur la courbe C satisfont aux équations (15). 
Alors, en vertu du résultat 2°, établi au $ 4 du Chapitre I, l'on aura: 


(dans l'aire 6) DE 7) =hé +k, V5. mn) =hy +79, 


où h, k, j sont des constantes; et, par conséquent, à cause des (14), 


p(s) = — > (s) +k}, Vis) — — © {hy(s) + 5}. 
En posant: 
M|——Ih W=—2k, eh 


on peut écrire encore: 
pts) Was) +k, — v.) — ys) +7. 


C'est ce que nous voulions démontrer. 
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10. Ceci posé, écrivons les équations fonctionnelles: 


OF f'i(80) ae : | (ce (So, 8)q^, (s) zb p (Sp, sw, (s); ds, 
‘Gi 


x 


I I ! ! ! 
OL Ww 1 (So) 3r [ | (e (So; s)q 1 (8) gis p (So, s)! ‚(s)yds, 


| € 


associées aux équations (12), et observons que les théorèmes 1:0), 2:0) et 3.0), énoncés 
au $ 1 pour les équations fonctionnelles (4), (5), (5). vont aussi pour les équations 
analogues (ir), (12), (12). Nous aurons alors: les équations (12) admettent trois 
solutions différentes de zero, et trois seulement. 

Ajoutons que, en vertu d’un théorème de M. PLEMELJ,! on peut toujours 
déterminer ces trois solutions q'(s), Wal); Pils), ws): pas), Was) de 
manière à satisfaire aux conditions.” 





| J^ (s)q'.. (8) ar y (s), (5); ds = io [is ds — o, Jin) — 0j 
| G d 

(6) I [x60 9) +y(suf.(}ds— 0, [hid —r,— [^s )ds — 0; 
| a G [o 
| | etra) sls y (s) v.s (s)y ds = 0, [ads — o. | ts (5)ds = I. 
Le fi] C 


Alors, à cause d'un théorème sur les équations fonctionnelles,* dont nous 
avons fait usage au § 7, on aura: la condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
existe une solution qs), W(s) des équations (x1), c'est que les fonctions données u(s), 


v(s) verifient les trois conditions: 


(17) | [ento (9 + v(s)^, (s))ds =o, 


C 


! Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung (Monatshefte für Mathematik und Phy- 
sik; XV. Jahrg.; Seite 115). 

? On peut aussi déduire ce résultat indépendamment du théorème de M. Premerr. 

* FREDHOLM; |. c., 8 2, n. 9. 
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{u(s)g'(s) + v(s)/",,(s); ds — o, 


— 


| 
|a 
(17) 
| | tu(s)g'ia(s) + v(s) i". (s); ds 0 
| 
Si l'on suppose auparavant que les fonctions u(s), v(s) vérifient les condi- 


tions (17), on aura que les équations (rr) admettent une solution q(s), W(s). 


Formons avec cette solution les expressions: 


un) | (X', p(s) + Y's (s) ds, 


(18) 
| v.) — 7 [Xp (s) + Yn) de. 
7t 
| (ol 
Celles-ci, considérées dans l'aire o', satisfont aux équations (ri); et, en vertu 
de la continuité des fonctions q(s), d'(s) (théorème 1:0) et des formules (9), (9)! 


du Chapitre précédent, elles nous donnent: 


a 


lim «(§, 7) = (so) + - [ke (s, s,)q (s) + g (s, 50) (s)y ds 


p'=so 





ill (Sy) : 


C 


a 


lim (£1) = ls) + © | «s. sp (s) + g'(s, 80) U (s); ds = v(s,). 
TT 


, 
D =S, 
p'—sy ‘ 


G 


On aura done: les fonctions u(£, 1), v(3, 1) des points de l'aire infinie o', don- 
nées par les formules (18), satisfont aux équations (x), et, sur C, elles se réduisent 
aux fonctions données u(s), v(s). Ainsi nous avons résolu le probléme de l'inté- 
gration des équations, que l'on obtient des équations (5) du Chapitre I en rem- 
plaçant o par 6', dans le cas particulier où les valeurs des fonctions inconnues 
vérifient les conditions (17). 

Il. Dans le cas où les fonctions données sur € ne vérifient pas les condi- 


tions (r7), déterminons trois constantes 4, k', 7’ de manière que, ayant posé: 











(19) u(s) — u(s) — A'a(s) — K', v(s) = v(s) —h'y(s) — 3. 


en résulte: 
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oa 


lie [uns + (9), (9), 


C 


Nor feuis + v(s)W',,(s)\ds, 
Ó 
ES | UL(8)q';s(s) + v(s) V ,.(s)) ds. 


Faisant usage des (16) et des (19), ces équations deviennent: 


| j = fun + v(s) V, (s); ds — M, 
C 





(17)" 0 for.) + v(s)W „(s)}ds 
| 


C 


OE | (u(s)¢',3(s) + v(s) u.s (s)) ds — Jj. 
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Ainsi déterminées les constantes h’, k', j', considérons les équations fonction- 


nelles: 


u(s,) EI (89) 2: fü (s, 8,) P (s) a B (s, 85) U'(s)j ds, 
G a 


V (8) a (ss) zs E fre Sy) p(s) xls g'(s, 8) V (8)j ds. 
T 


7 


C 


En vertu des (17)", la condition nécessaire et suffisante, pour qu'il existe 


une solution q(s), v(s) des équations fonctionnelles précédentes (11)', est vérifiée. 


Formons, avec cette solution, les fonctions: 


| EWE + E e 2 (EX pla) + eut ds, 


e 





(20) 
D(E, 1) = Ma ej © [exa + Y" y (s) ds. 


C 


—— RÀ 
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Celles-ci satisfont partout aux équations (1); et, en vertu de la continuité 
des fonctions q(s), U'(s) (théorème 1:0), en faisant usage des formules (9), (9)' du 
Chapitre II et des équations (ir). (ro), elles nous donnent: 


fn 


lim w(&, x) = A'z(s,) + k' + q(s,) + = | {a (s. &)p{s) + B (s, &)W(s)} ds = 


=h'x(s,) + K' + u(s,) = u(s,), 
lim 0(§, 7) = Ày(s) + 7 + W (89) + [es So) P(8) + B' (s, s,) U (s)y ds = 
D =So E | 

= h'y(s,) ar fi: T v(s,) ET v(sy). 


On aura donc: les fonctions u(S,»), v(£.r) des points de l'aire infinie o', don- 
nées par les formules (20), satisfont aux équations (1), et, sur C, elles se réduisent 
aux fonctions données u(s), v(s). Ainsi nous avons résolu, en toute sa généralité, 
le probléme de l'intégration des équations, que l'on obtient des équations (5)' du 


x 


Chapitre I en remplaçant o par o' (probléme extérieur). 





CHAPITRE IV. 
Probléme intérieur pour le eas d'un contour rectangulaire. 


1. Dans le cas oü le contour C est rectangulaire nous ne pouvons pas 
affirmer que la démonstration de l'existence des intégrales des équations (5) du 
Chapitre I (résolution du problème intérieur), que nous avons donnée au Chapitre 
précédent, soit acceptable; puisque, dans ce cas, les expressions (2). du Chapitre 
III, ont des points de singularité. En effet, elles, en chaque sommet du rec- 


; SET : 
tangle, ou prennent la valeur zéro, ou se comportent comme la fonction ,» Sui- 


vant que les variables s, s, s’approchent des valeurs correspondantes à ce som- 
met en variant sur le méme cóté ou sur deux cótés consécutifs. 

Nous résoudrons ici le probléme intérieur relatif au rectangle, en utilisant 
les idées qui ont amené Marxreu (Theorie de l'élasticilé des corps solides; seconde 
partie, Chapitre X) à résoudre un probleme d'élasticité relatif au prisme rec- 
tangle; et, comme on le verra, nous ferons aussi souvent usage des mémes cal- 
euls de MATHIEU. 
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Eerivons les équations (5) du Chapitre I sous la forme: 


Se du dv É [Ou , dv 
(x) (dans laire 0) ==, Af) PE | | = Gy£ 
Ü y Ox oa dy 
(2) (sur le contour C) VEU) y — v(s); 


et supposons que les fonctions données u(s), v(s), des points de C, soient finies et 
continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, exception faite, au surplus, de 
la continuité de ces dérivées pour les sommets du rectangle (voir, à ce propos, la 
Remarque I au 8 3 du Chapitre I). 


9. Soient: 





les équations des lignes droites, qui contiennent les cótés du rectangle. 
La condition (7) du Chapitre I, qui doit étre nécessairement remplie par 
les fonctions données w(s), v(s), divient: 


b a b a 
De yy + fre. | dx + a ; v dy + | le, Par 0: 
see à " i ‘a s 


Déterminons une constante h de manière qu'on ait: 


D 
(3) Jt 1. 7 4 Jar —90; 


et remplacons les (2) par les autres: 


( 


s] 


) (sur le contour C) u — u(s) +h, v— v(s) +h. 


I 


Les conditions (2) coincident avec les (2) si À — o, c'est à dire, si l'on a: 


fo C : y) dy — 0: 


b 


2 
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Remarquons que, lorsqu'on a effectué, d’une manière quelconque, l’inte- 
gration des équations (1), (2)', on aura aussitôt les intégrales des équations pro- 
posées (r), (2); de sorte que nous nous bornerons à l’integration des équations 


Remarquons encore que, en vertu de la linéarité des équations (1), (2)', ce 


dernier probléme peut se partager en les deux suivants: 


1? intégration des équations (1) avec les conditions au contour C: 


ele. y)— v(s) +h, ln. 7 D | > v) — ufr?) =u fr. Ld 




















(2)" 
a2) 2) 
v |x, —) =v |x, ——] =o 
2 2 2 
2° integration des équations (1) avec les conditions au contour C: 
(2)" | »[. y) — o, (dans les autres points de C) v — v(s) + A, 
2 2 


(sur tout le contour C) u=u(s) + h. 


Il est aisé de voir que ce dernier problème se divise en sept autres et tous 
semblables au premier; par conséquent le problème proposé peut se partager en 
huit problèmes de la nature du 1°. Mais il convient partager encore ce dernier 
problème en deux autres: l’un, À, intégration des équations (r) avec les condi- 
tions au contour C: 


|o Satins oft) ols RTE 
) 


| tane!) Bo 


l’autre, B, intégration des équations (1) avec les conditions au contour C: 











(4 























CET) og) =— ft v^] v(x, | = 


2 
J 


| nf. y) 2 [5,9] = (2,2) = ul, —2)—o, 


où l’on a fait: 


(5) 
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En ajoutant les deux solutions des deux problémes A et B, on obtiendra 


celle du probleme 1°. Nous allons résoudre successivement les deux problemes 
A et B. 


Resolution du probleme A. — Introduction de séries. 


3. Pour ne pas trop compliquer la question, nous supposerons que /(7) 
est une fonction impaire; mais la solution s’obtiendrait exactement de la méme 
manière si la fonction /(y) était paire; et f(y), dans tous les cas, peut se par- 
tager en une fonction paire et une fonction impaire. 

Ceci posé, supposons que la fonction impaire f(y) soit développable en série 
de Fourier uniformément convergente, et que soit aussi uniformement conver- 


gente la série des dérivées du premier ordre. Alors on pourra écrire: 


f(y) — Zn R, sin ny, Ka) SnnRn.cosny, 
avec 


N 


2q7 
b 3 

q étant les nombres entiers positifs 1, 2, 3, 4,... et le signe sommatoire X s'éten- 

dant à toutes les valeurs de q. 


En posant: 
n f, = An > 
nous aurons: 


(6) iy) ==, E sin ny, 


et la série: 
f'(y) — n4, cos ny 


sera uniformément convergente. 
Introduisons les notations: 


sinh z = 6 (z), cosh a == Z (x), 
et posons: 
2pn 


Mm — j 
a 


F=x2, = B, €(na) cos ny + 3,H,H (nx) cos ny + 


(7) 


D, G (my) cos mx + X, S, E (my) cos mx 


I 
+ ys 
| y m m 
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ou p prend toutes les valeurs entières et positives I, 2, 3, 4,...., et où les 
signes sommatoires N s’etendent a toutes les valeurs de p ou de q. Les coeffi- 
cients B,, H,, Bn. Om sont supposés, pour le moment, indéterminés. 

Si l’on admet la légitimité des dérivations terme à terme des séries qui compo- 
sent F, on pourra écrire: 


Mn m SD \n G (nz) + +28 (nn) cos ny + X, H,n€(nx) cos ny — 


— Ny, Bry €(my) sin ma — SnDmm E (my) sin mx, 





v= — = N, Ban tm & (my) + 4 VE ow) cos MX + In DmmE (my) cos mx — 
— NX, B,x€(nx) sin ny — 3, H,n E (nx) sin ny. 
Elimination des coefficients ZZ, et Syn. 


4. Ayant égard aux conditions: 


et aux relations: 


sin — — 0, sin — (5. 
> 


Sn Br l5 & C + SEC feos ny + 3, H,n & ("| cos ny — o, 


cos Mz — 0, 
Im 2 2 


I | [mb m mb 
Sa € | E E 3l cos mx + Sn Ome |” 


d'ou l'on obtient: 


a me 
Hy, > Bn = + 2 , $n € m = ne > = m 
I^ 2n s la 2m er ‘| 





Substituons, dans les formules (7), (8), les expressions précédentes de H,, et 
de $,, et nous obtiendrons, en simplifiant, 
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e 
s+ E (n x) |cos ny + 


le AE I 








| a B (eee | 
Sr Dm = E(my) — = =f E (m) | cos mx, 


2 
z 2 
ie 2m 6 E | 
? 





{ 








[ , E na 
u — >, B,|« E (nx) ——— —— € (na) |cos ny — 
2 . [na 
ef" 
, [m b | 
| : a L b u | 2 : 
— I Bm) y © (my) —«— + - —-. HE (my)|sin mz, 
| D. - es DO - 
£j 
L 2 
(8) 4 : 
| PEE. 
E — In 85|yE(my)— 1g s jy ( (my) |cos mx — 
{ n 
| I HU | 1 | 
—3,B,|x & (nx) — + — ^E (n x) | sin ny. 
DEG 
ep) 
| JE 2 Ji 
On vérifie, aisément, que les fonctions précédentes u, v satisfont aux con- 
ditions: 


a b 
u == 2 = (0), D (x, —?)—0. 


Ainsi, en résumé, les fonctions w, v, données par les équations (8)', satisfont 


aux conditions: 


(9) u (=, y) =U (—* ; y) =v (x, ^| = (x. =: — 0. 
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Détermination des coefficients B,. 3. 


5. A cause des conditions: 


(10) vl, =r, ue 2)=o 


et de l’equation: 


on aura: 
| 4 x us ma 
En — sin ny = In Bm | y E (my) — — & (my) | cos — + 
n j s ; 2e (^5) 2 
e 
L 2 J 
à I na\ na I : 
+ 2, Bn | E | Ss 
n 2 2 na 
el 
| 2 
(x0)! = = 
na 
o= 3, B,| « H(nx)— — —__ € (ne) |cos — + 
D vz (= 2 
== 
L 2 4 
: I mb\ mb x à 
+ Xm 6 [ | | Ep a SH gto 
m 2 BEM E 
gu 
| 2 
Multiplions la premiére de ces équations par sinny.dy et intégrons de 
—- à ,. Si l'on admet la légitimité des intégrations terme à terme des séries, 


que nous voyons dans les formules (ro), eu égard aux formules: 


b 


ed l oe . m E (my) sin my —n6G (my) cos ny 
| sin? ny dy —~ | ($ (my) sin ny dy — (rig sna : en E 
i 2 S SOL ME n° 
E ‘ 
) , m & (1 si — n E (my) cos ma 
| y E (my) sin ny dy —9 ri Cory Sin ng mo UIN NCON UM 3 


m? + n* 


(n? — m ) E (my) sin ny + 2mn& (my) cos ny 
k (m? + n°)? ; 
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Lh 


; dn nd nb 
& si —— —— COS 
| (my) sin nydy mm C08. 
n 
b 
> mb - [mt 
2 | nb | : | ims € ("| SE 
| y E (my) sin ny dy — m "CES P 3s Gat n°} eee s | 


b b na TU CRT 
25:5 as P» bal 2 | 2 7 Er 
2 2 g (re 
L 2 
mb . [mb mb\- 
nb B | | gn | =) nbE| | 
= 9 2 2 zr A nb o, 4 
mx Sek (ie Se Ta ao E Se 
uu Eee (m? + n°)? m? + n? 2 2 
ou bien: 
na na I nb .. n?m . [mb ma 
(astro E E — = HA, — 8 cos — Sm m —s 3 € | ) eos 1 
2 2 Œ =) 2 (n® + m?)? 2 2 
2 


On déduit de méme de la seconde des équations (r0)': 


mb) mb I ma .. m?n . [na nb 
(12) Sra E | E Te —— | = — 8 cos — ©, by, s — C (““) COS 
2 2  .|[mb 2 (m? + n?)* 2 2 
e 9 

Remarque. — Si lon multiplie la premiére des équations (ro) par dy et 

, C DEED Ju i as 
qu'on intégre de —; à —, on trouvera, en conformité de la supposition (3). - 

oS 2 


l'identité: 
Q— O0. 


On deduira la méme identité de la seconde des équations (ro). 

6. Observons que nous pouvons obtenir les équations (rr), (12), en faisant 
4— 0, u—ı dans les équations à la page 149 de l'ouvrage, déjà cité, de MATHIEU: 
par conséquent, nous pourrons déduire les valeurs de nos coefficients B, et Bm, 
faisant 4—0, uw —1 dans les expressions, trouvées par MATHIEU (loc. cit. page 
154), pour les valeurs des coefficients By, Bm, qu'il a aussi introduit. Nous 
ne rapportons pas ici les expressions qui donnent les valeurs de nos coefficients 
By, Bm; parce qu'elles contiennent des notations, qu'il faudrait expliquer et qui, 
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d'ailleurs, sont étudiées en tous leurs détails dans l'ouvrage de MarHiEv. Dans 
cet ouvrage sont aussi données (loc. cit. pages 161, 162, 163) des valeurs numé- 
riques (avec cinq décimals), qui servent à calculer les coefficients B,, B,, dans 


le cas d'un carré (a — 5). 


Convergence des séries qui représentent F, u, v. 
7. Les expressions (8) de u,v sont formées au moyens des séries suivantes: 
x, B, E(nx)cosny, Sm Bn G (my) sin mz, 


2 


("2 
S„B„E(nz)sinny, InBn EN (nx) cos ny, ... 


(13) 


Ces séries sont de la méme nature que la série: 
Xn Bm E (my) cos ma, 


qui a été étudiée par MATHIEU (pages 157, 158); et l'on pourra démontrer leur 
convergence uniforme, et, par conséquent, la légitimité des intégrations terme à 
terme, admise au $ 5, faisant usage des considérations de MATHIEU. 

A [fortior en résulte la convergence uniforme des séries, qui forment l'ex- 
pression (7) de F, et la légitimité des dérivations, admise au $ 3. 


Lemme. 
S. Soit une série uniformément convergente : 
(14) W=W, + W, + W3 bee 


de fonctions harmoniques dans l'aire o, limitée par un contour C. S'il existe la 
onction de Green pour le contour C, on pourra appliquer à cette série la dérivation 
terme à terme en tous les points de l’intérieur de l'aire o. 

En effet, désignons par G la fonction de Green relative à la courbe C. 

On aura: 


2, 0G ' dG 
10; = | Wi - ds, w= | 10 E = ds: 


(o C 
et, par conséquent, ! 


! Pour la légitimité des dérivations, voir: Lauricenna; Null’ infegrazione delle equaziont 
dell'equilibrio dei corpi elastici isotropi, SS 1, 2 et 3 (Annali di Matematica, t. XI, s. 38), 
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dw; " d4G dw 0 dG 
= wi ds, — | w ds. 
0% | ‘dadn dx dudn 
C C 


x 


Alors, en vertu de l’integrabilite terme à terme de la serie (14), on pourra 
écrire, pour un point quelconque intérieur à o, 


dw (tu) GE: x 0 dG Nun nO LG: € Ow; 
we Hoss > Wi - - ds = > | Wj =ds= Ÿ M c 
gero Jdadn =. dudn =, Jdadn Oa 


1 17 


C C Ó 


De méme l'on aura: 
000 — N OW; 
= y 
| dy T dy 
Le lemme est done établi. 


Verifications. 
9. Ce lemme est valable en particulier pour les series (13), qui forment les 
fonctions w,»; et alors, puisque l'on a (88 3 et 7): 
OF OF 
U=-—, v=-- 
(po dy? 
en résultera, pour un point quelconque de l'intérieur de vo, 


du OF Ju op dv op dv OF . 


dx a Oy Indy’ Ox Oyda’ dy dy?’ 


Ou dv 1 s > = 
() — Ud Ep IF = 23, B, E (nx) cos ny + 2 34283, ($5 (my) cos mx; 
et encore: 
3 du dv 
(dans l’aire 6) ==>, 120=o. 
ay Wea 


Observons, enfin, que les expressions (8) de u et de v, qui vérifient les 
conditions (9), (10), vérifient aussi, en vertu des équations (ro), les autres con- 
ditions: 


v[—- 5, 7 —f(y wu (x. —? — 0. 


En concluant, les fonctions u,v, données par les formules (8), satisfont aux 
équations (x) et aux conditions (4) au contour C; par conséquent, elles résoudrent 
le probleme A. 

Remarquons que la fonction F, donnée par la formule (7), représente, à une 
constante prés, la solution des équations (ri) du Chapitre I, qui correspondent 
au probléme A. 
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Resolution du probleme B. — Introduction de séries. 


10. Faisons sur la fonction f(y) les mémes hypotheses que nous avons 
faites au $ 3. On aura alors: 


2. 
f(y) =), z sin ny, 


avec 
et la série 


sera uniformement convergente. 


Posons: 


F=Dx+ : D'z5 +42, Bn E (nx) cos ny + 3, H, &(nx) cos ny + 


| 
) | 
| 
| 





15) 
+ YZm, Om E(my) sin mx + Yn Hm E (my) sin mz, 
avec 
2j + 1)x s 
ne nee re) 
a 


Si l’on admet la légitimité des derivations terme à terme des séries, qui com- 
posent la fonction F, nous pourrons écrire: 


OF I = 
| re — D+ D's? + =, B, E E (nx) +26 (na)| COS nj + 
| +2,H,nE (nx) cosny+ 3,39,9 (my) cos mr + YmNmnm E(my)cos ma, 
(16) 
pe an Cale " 
| v= 7m mE dE Im (my) ty Bong sin Mx + X, S, m 6G (my) sin max — 


— 3, B,x E (nx) sin ny — X, H,n6G (nx) sin ny. 


Elimination des coefficients H, et Sn. 


ll. Faisant usage des conditions: 
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et des relations: 
ma um 
c Lo sin — © 
on aura, des expressions (16) de u et de v, 
I na 03 = TCU in 
D. -D'a? +>, Ba i „E (" \+% - G zii cos ny + NX,H,n E > | cos "jj —0, 
> 
t mb b mb - [mb .. 
Im Bun, & ( = E E | = li sin max + > =m) m NL s | | Sin ME — 0, 
2 2 2 
d'ou l'on tire: 
. (na mb 
4 |l 1 : | 2 | I b al 2 | 
€ 2 D 2 
zi jo. Hs B, Sm, [na Dm = Bn m?" am. [mb 
Pl "sp 
2 2 





Substituons les expressions précédentes de Z,, $,, dans les formules (15), 
(16), et nous obtiendrons, en simplifiant, 


- mt X 
(AL Da EMT 


6 ES 
DAN ea I a \ 2 = 
+ 8, Ba\=- HE (nx) —! + . © (na) |cos ny + 
n i 2n E = 
|, | I b a (5 | 
Im Dr — (my) — als S E 
n & (my) ks 1 mg ("^ (my) | sin ma 








n= D — E Dx2+2,B,|«€ (nx) — SEN (n x) \cosny + 





2 mee 
L 2 
ae 
I Sn Bn|yElmy)— Ea + E(my)|cos mx, 
(16) 3 - | ME | 
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(16) | a E 2 | 
On| ye ay) —— G (my) |sin max — 
2 = 
| [ 
Be 
— >, B,| aE (nx) — + -— — € (nx) |sin ny. 

n 2 na 

eS 

| US | 201 





On vérifie, aisément, que les expressions précédentes de u et de v satisfont 
aux conditions: 
a b 
w|—-—.9|-—9 vie, ==) —0: 
2 2 


En résumé, les fonctions u,v, données par les équations (r6), verifient les 
conditions: 


(17) u > y) =u == v) =v s. ^| = v(x, = — 0. 


Détermination des coefficients B,, D. 


12. Des conditions: 


(18) vf. y) =f(y), Wu (x, ^| = 0 


| E ("^| 
S 4e SR E b 21st. . ma 
IQ, Sin NY = mm | ¥ (my) — , TE & (my)|sin — + 
eum | , | 2 
+3,B, = & = = e 5 — - — | sin ny, 
) 2 2 E = 
m ai 
(18) | 
G > T 
D(4,2*—1] x, B,| x € (nx) — i. E (nx) T cni 
a” D e 2 


À 1r,, [mb mb I 
^ Zm Bin E | | sE - cos 2. 
m 2 2 =) 


— 
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Si nous opérons sur ces équations, comme l’on a opéré au $ 5 sur les équa- 


tions (10), nous obtiendrons: 


- [na na I ' nb) — mn?  .|[mb| . ma 
(19) B,b & | E 5 Ft =bA,—8cos En Din — 9 S | | SE 
2 2 g (°° 2 (m?-+n?)? 2 2 
2 
imb mb I oma. 
(20) BnalE | — = sin = 
2 2 ~~. (mo a? m? 2 
& 
2 
- . ma mn na nb 
— — § sin — 3, B, —; cos 
2 (m? + n?)? 2 2 


De la seconde des (r8) on a aussi: 


& (=) 
oe x SUD na cos ab + Im Bm x 4 (^ D me. i" 2) 
2 E | = » D sumus 2 


Qa 


Il] est aisé de voir que, lorsqu'on a déterminé les coefficients D, B,, 35,, de 
maniére que les équations (19), (20), (21) soient satisfaites, et, par conséquent, 
que soient satisfaites les équations (18), les fonctions wu, v, qu'on obtient en 
substituant ces valeurs de D, B,, 33, dans les formules (r6). satisferont aux 


autres conditions: 


13. Observons que nous pouvons obtenir les équations (19), (20), en faisant 


: 8 8 
=, 4 — Id -— [ 
a a” 


dans les équations (?'), (7) à la page 167 de l'ouvrage de MATHIEU; par consé- 


quent, nous pourrons obtenir les coefficients B,, $,, exprimés par le coefficient 
Ie (a + M D 
a 
et par les autres coefficients A,, A,, 4,,..., en faisant: 
8 8 


A ———— 3 NT 
gg. es Ge 


dans les formules de résolution, données par MATHIEU (loc. cit. page 175). 


256 Giuseppe Lauricella. 


Il faut remarquer que, dans les dites formules de MATHIEU, le coefficient 
A, est donné, comme tous les coefficients A,, par le développement en série de 
la fonction f(y), pendant que notre coefficient A, (ou bien notre coefficient D) 
est inconnu comme les coefficients B,, 3,. Or nous pouvons éliminer les coeffi- 
cients 5,, 33,, de l'expression (21) de notre D (ou A,). 

En effet, substituons dans la formule (21) les valeurs de B,, $,,, qu'on peut 


obtenir, comme l'on a dit plus haut, exprimées par les coefficients 4, = a + 4) D, 


A, A,, Aj,... Il en résulte une équation du premier degré en D (ou en A,), 
d'où on peut tirer la valeur de D (ou de A,) en fonction des coefficients 
AA A 

Ensuite, il suffira de substituer la valeur de D (ou de A,), ainsi obtenue, dans 


les formules qui donnent B, et Bn, exprimées par A, = la + 4) DA. As SARS ee 


pour avoir les valeurs des coefficients B,, Ÿ,, en fonction de A,, A,, A,,... 

MATHIEU a donné aussi pour le probleme B (Joc. cit. pages 179, 180, 181) 
des valeurs numériques (avec cinq décimales), qui servent à calculer les coeffi- 
cients B,, 33, dans le cas d'un carré (a = 5). 

14. Pour démontrer la convergence des séries, qui composent les formules 
précédentes, et pour vérifier que les fonctions w, v, que l'on a obtenues, satisfont 
à toutes les conditions du probléme B, nous n'avons qu'à répéter les considé- 
rations que nous avons faites aux $ 7, 8, 9 dn présent Chapitre. 

En concluant, les fonctions u, v, données par les formules (16), satisfont aux 
équations (1) et aux conditions (5) au contour C ; par conséquent, elles résoudrent 
le probléme B. 

Remarquons ici, comme au § 9, que la fonction F, donnée par la formule 
(15)', représente, à une constante prés, la solution des équations (r) du Chapitre 
I, qui correspondent au probléme B. 


Cette remarque et la remarque analogue du $ 9 montrent qu'on peut ré- 
soudre directement le probléme de l'intégration des équations (1) du Chapitre I, 
en procédant comme précédemment. 

En effet, il suffit de partager ce probléme en huit autres plus simples, dont 
quatre sont analogues au probléme A et quatre analogues au probléme B5; et 
ensuite opérer sur les deux fonctions P, que nous avons introduites précédem- 
ment, comme l'on a opéré sur les fonctions w, v des précédents problèmes A et P. 


LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES. 


PAR 
R. DE MONTESSUS 


à LILLE. 


Introduction. 


1. Sans craindre que l’avenir ne démente une telle assertion, on peut affirmer 
que l’etude des fractions continues algébriques prendra bientöt une grande place 
en analyse. 

Tl semble en effet que les fractions continues sont capables de représenter 
les fonctions mieux que ne le peuvent la plupart des autres algorithmes usités a 
cet effet. Elles paraissent de plus se préter aisément aux calculs numeriques. 

L’etude des fractions continues est cependant à peine ébauchée et les deux 
grands problèmes qu'elles posent, le premier surtout, n'ont été résolus que dans 
des cas très particuliers. 

Le premier de ces problèmes est celui-ci: développer une fonction en fraction 
continue; le second est d'étudier la convergence des fractions continues. 

J'ai contribué déjà à l'étude de ces deux problèmes. Je vais le faire encore. - 
Ces résultats, avec quelques autres, déjà publiés, ont été couronnés en décembre 


1906 par l'Académie des Sciences de Paris. 


I. Le problème du développement. 


2. Soit, d'une part, une fonction F(z), définie d’une manière quelconque, 


par exemple par une équation différentielle, dans une région E du plan x, y. 
Soient, d'autre part, des fractions rationnelles 
U,(z) U,(z) U.(a) 
E wo. TOO Vee) nee 2 
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(où Un(z), Vn(z) sont des polynómes en z de degrés n, une généralisation facile 
pouvant faire intervenir des polynömes Un, Vn, qui ne sont pas de méme degre 
en z) telles que pour tout point z, d'une certaine région E intérieure a Æ,, ou 
confondue avec Z,, les différences numériques 


mod |F(z,) — 








aillent en diminuant quand Vindice n croit et tendent vers zero quand cet indice 
tend vers l'infini. 
Cela posé, la suite 


(1) U,(z) U,(z) Un(z) 
Vee Az 


représentera (par definition) la fonction F(z) dans la région E. Elle la représen- 
terait encore, cela est accessoire, si les differences précitées tendaient en moyenne 
vers zéro quand l'indice » croît indéfiniment, bien que ne diminuant pas toutes 
quand Vindice croit, si p. e. elles affectaient la forme 


= it I I I 
3 mU x , , Dora 
Saigon simt? 


3. A la suite (1) correspond une fraction continue aisée à construire, mais 
on peut perdre de vue cette fraction continue et considérer la suite (1) em soi. 

Le probléme du développement de F(z) en fraction continue devient alors 
celui-ci: former une suite telle que (x). 

4. Ce probléme offre une infinité de solutions théoriques, c'est évident. 

Or, il se trouve que les fractions continues proprement dites préconisent 
une solution. La voici. 

Si les fractions rationnelles de la suite (1) sont les réduites d'une fraction 


continue 
a, 
a, 
BR as 
b, + 7 A, 
b, , 
: sl a U a D ; À 
c. à d. si pu pu V. = = ,..., il s'ensuit que les polynómes U5,;, Un, 
1 12 
0 1 b, 3k p 


U, 4, sont liés par les relations 
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(2’) Uni — baa (DE 3n DES = (9) 
et, de méme, que les polynómes V„+1, Vn, V, 4, sont lies par les relations similaires 
(2°) Vn4i — bn41 Vn — Anyi Vna — 0. 


Il est done naturel de chercher des suites (1) dont les termes soient definis par 


r 


la connaissance de U,, V,. U,, V, et de relations telles que (2). 


= 
T. 


p à 


pour une valeur donnée de z. C’est en ce sens que les fractions continues se prètent 


Une fois les relations (2) formées, on calculera aisément U,, Vn, done 


aisément au calcul numérique. 
5. En généralisant quelque peu les considérations qui précèdent, on doit 


donc poser comme il suit le problème du développement: 
: : : Oe Wa Ws Be : 
Former une suite de fractions rationnelles Voy yovv liées à la fonction 
0 1 2 
F (z) par cette condition: que les différences numériques 


One 
prof 


tendent, dans leur ensemble, vers zéro quand n croît indéfiniment, et, de plus, dont 


les termes soient liés par des relations de récurrence 


| Untp Ar a, Unis Cr a, Un+p—2 ne y Un — 0, 
| Vip T a, d + a, Vn45—2 Se Soa Sc Ap ] Oo, 
où p est indépendant de n, où ay, a,,..,a, sont des fonctions, évidemment polynömes, 
connues. U,, U,,..., Up-2, Vo, Vi, ..., Vp—2 seront calculés directement. 
6. Le probléme ainsi posé, et jusqu'ici il ne peut l'étre différemment, laisse 


une large place à l'arbitraire, car cette condition: 


Un (2) 


Vn(2) 





T0 (2) — doivent lendre vers zéro quand m croit indéfiniment, 


les différences 








n'est pas précisée. 


z 1 *. Ss, Sk A x L r E 
Si F(z) + polynôme + s, + +--+ — (où les deux termes complémentaires 


er à E Sk À . Rites uu , 
écrits polynôme, 8, + — +--+ , peuvent être absents) peut être développée en 
2 2 


série 
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il est naturel de déterminer Vi par cette condition: que les 2 n +1 premiers 
n\n 
, I 3 S, S, Son 
termes de son développement en . sovent She Sp mono mn e ROW Cs GRE 
deux termes complémentaires près, 
‘ Un dh ^ N : . 
F (z) — = "+ 5555 +, où peu importent les 4. 


Va) EF LEE S 


= 
n 


Vn 4 


Reste à caleuler la loi de récurrence (2). Le probléme n'est pas résolu, mais 


Cette condition suffit à définir les fractions 


il est posé de facon précise. 
On peut faire de méme si F(z) admet un développement de la forme 
S,+8,24+ 8, 24+---- 
%. Le problème du développement m'a été résolu que dans un petit nombre de cas. 
Quelques auteurs, EULER, LAGRANGE, LAPLACE et Gauss, entre autres, ont 


formé les relations (2) en ealeulant 
EU os Ces Vis Oy, UE TE RE res GE ae DNS 


et en remarquant qu'une loi apparait dans la forme des polynómes An+ı, 0541 (qui 
figurent dans les relations (2)): cela permet d’écrir an, bn. 

Ce procédé n'a aucun interét. 

Seul, LaGUERRE a esquissé une méthode non empirique, mais il n'a vraiment 
développé que quelques fonctions trés-simples. 

Au prix de caleuls fort compliqués, j'ai réussi à développer, d'aprés les 
indications de LAGUERRE, ! les fonctions Z(z) qui vérifient l'équation différentielle 

(az 4- b) (cz - d) Z (2) — (pz - 9) Z - HM (z), 


a, b, c, d, p, q étant des constantes et I/(z) un polynôme. Ilest supposé que Z(z) 
admet un développement formel 


S S. 

Some er 

et cela exige que l’equation différentielle soit réduite à celle-ci: 
(az + b)(cz + d) Z'(z) — (pz + g)Z - e, +¢, pz, 


a, b, c, d, p, q, c, c, étant des constantes. 


! Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1905. 
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Des lors les fonetions Z(z) effectivement développées en fractions continues 
sont toutes de la forme 


2 ne fe pz--q Az 
(2) = Co TC Pr. 5 Ji AC) iz 
(az + 5) (cz +d) 


Deux formes particulières sont intéressantes; si c, et c, sont nuls, 


z az + 6\—2 
Z (2) (ee 
si p et g sont nuls, 
Gr cz+d 
Z eem az+b 


La methode de développement indiquee par Laguerre est-elle susceptible 
d'extension? 


S. La méthode de développement indiquée par LAGUERRE est actuellement 
la seule qui offre quelque généralité. Elle s'applique aux fonctions Z(z) qui, 
admettant un développement formel 


(3) S, == 
verifient en outre l’equation differentielle 
(az 4- 5) (cz - d) Z'(z) — (pz + qg)Z + e + e pz. 


Cette méthode s'applique-t-elle aux fonctions Z(z) qui, admettant un développe- 
ment formel (3) vérifient l'équation différentielle plus générale 


(4) Aa(z) . Z'(z) + Bo(z). Z(z) + Cc (2) — 0, 


où Au(z), By(z), C.(z) sont des polynómes en z de degrés respectifs a, b, c? 

9. La réponse est malheureusement negative. C'est en vain que LAGUERRE 
s'est efforcé de vaincre les difficultés qui se présentent. Mais ces difficultés ne 
sont peut-étre pas insurmontables. Il y a done lieu de les indiquer, car le pro- 
bléme offre un grand interét. 

Tout d'abord, Ja nécessité que Z(z) admette un développement de la forme 
(3) implique entre les degrés a, b, c des polynómes A, 6, C l'une des relations, 


qui s’excluent mutuellement, 
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a—2=b>c, a—2=—=c>b, b=c>a—2, a -323=b=c, 


ce qui restreint la généralité de l’equation (4). 
A dire vrai, en dehors des seuls cas où 


a—2>b>c, b>a—2>c, 
Z(z) admet un développement de l'une des formes 


S 2 A Sti Sb SON SES TEE 
8; 4 Sut cp rmetyaemoia 1 dece A. > > 








2P zp+l zp+? 
et, par suite, on peut deduire de (4) une équation 
Da(z) T'(2) + E.(2) T (z) + Fy (z) — o 
dont une solution 
8 8 | soit Z(z) — polynôme 
De); Lee 02 d p-i 
(2) Fr te | soit ee tem 


a 





a la forme voulue. 
T(z) étant développée en fraction continue, Z(z) pourra être regardé comme 
l’etant elle-même. 

10. La fonction Z=c 2. 2 , étudiée par LAGUERRE, nous montrera claire- 
ment oü git la difficulté signalée plus haut. 

Essayons de la développer. 

Elle vérifie l'équation differentielle 


(5) £3 Z'(2) = 2(z - g)Z 
et elle admet bien un développement formel 


SESS 
g^ outs e tap 


il est aisé de le constater, en substituant ce développement dans l'équation (5). 
Soient des polynómes U, V définis par les relations (les 4 ne sont pas déter- 
minés à priori) 














ISP Sce de 
nac =) S 1 z 1 
Ve mob | dt E 
U, a2 -raiz-4a. Sab Seam Sato dE 
CIE Cire am ert IBS 1 2 3 S eck 
V, b2+biz+b a ee d 
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Ui  a2*-ra,2— Es + an Ses: Son À 
à — 2 —(— € — = 2 iris = 1 SDL O0 
pe b, Zul: b, 21 +... + b, So i z 3 g x * zen gent + / 





relations qui permettent de calculer les quantités a, b. 
Cela posé, la méthode de LAGUERRE comprend trois parties. 
19. On peut écrire 


substituons dans (5): 


ce U', — Um V nu (z ik g) Um, Ve SG We | I | + 2 (2 ar g) V; | = | ——- [FE | = | ; 


2? n—1 22 n-4l 22 ?,—1 


changeons z en et désignons par (z°"—') les séries de la forme 4'z?"—! + u'z?" + 


+ pigentl 4 .... c 


s[r-8e-0)- e. D) ral] CH def (fe 


multiplions par z?"*? et posons 


I = = T = 
zU,R) cti 
~ 


CA, 


I] viendra 
Va E U'n1i—Un 1 + mes Sa 22(r tgz) U, 1 . VET = Va, 1 (CAE) a h, cut 0 esr LE 


Le premier membre de cette relation est un polynôme de degré 2n + 2; done 
aussi le second membre, qui, dès lors, se réduit à 


hy g2ntl JE h, 22 n+2 ® 


divisant par z?"*?, 


[Klo C) - o ( v BI —-a[ v.v. B) - hen; 
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: T 
changeant à nouveau zen — , 


£3 (V, Un — Un V'n) — 2 (2+ g) Un V, — hr +h, 


ce qu'on peut écrire 


(6) Ve (72) —2(z+q) vi —h,2+h,. 


n 


En general, on aura 


(7) Vs [4(72) + B (7) + c| — D. 


On a ainsi formé une équation différentielle que vérifie p le second membre 
n 


de cette équation, h,z+h, ou D, est inconnu. Sil se réduit à une constante, 
comme dans le cas des fonctions Z(z) vérifiant l'équation 


(8) (az - b) (cz - d) Z (2) = (pz q) Z(z) c e t & pz, 


on peut donner à cette constante une valeur arbitraire et poursuivre les calculs. 
Mais, il est facile de le voir en traitant directement l'équation (4), ce second 
membre ne se réduit à une constante que pour l'équation (8). 

Il se pose done ici cette question: calculer le second membre de l'équation (6) 


et des équations analogues auxquelles on peut étre conduit. 


2°. Ce second membre calculé, on pourra former, comme l'a indiqué LAGUERRE, 


une équation différentielle vérifiée par V,, équation que j'ai formée pour les 


fonctions Z (z) que définit l'équation (8). Voici le calcul. Posant T =e -« ^, soient 
y, — Va(z), y; — T[Us (2) — V» (2)Z (2)], 

deux solutions d'une équation différentielle 

(9) Ny" —My + Hy —o. 


Cherchons la forme que N, M, H doivent affecter. 
Entre 
Ny, —My, + Hy, — Ny; — My, + Hy,—0, 
éliminons H: 
N (y; y» — ys i) = M (yi ys — y 9); 


d’où 
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M 
iro) N d Log (y' ys — 3: 3i)- 
Caleulons ue : 
Jin i I m 
Yıya — V2. = varz (7 | put [7 = J 


or, (7) donne 


et, par hypothése 
V2[AZ!--BZ--C]— o, 
d’où, par soustraction, 
E zu pes (Un 4 ur [TPE s 
valalz i2) | ema 2 = DD»: 
si l'on remarque que 


I ser 
Jii Al MIU dai Osa gt A : 


on peut écrire 


IE 


et il vient enfin 


Wipe Te Vi ee OD. 
d’où 
M d A! B D' 
ee) ae UD 


L'équation (9) que vérifie y, ou V,, s’eerit done 





qm. ERE EU 1, À = 
y | AA DAN NY P 
jel tb ; oe ene ou AT : 
Posant Np: 9B voit que V, vérifie l'équation différentielle 
25 dE Bo D eai D. n 
(x) Pi ++ PV, 


où, D supposé connu, L (qui est évidemment un polynôme, comme V7, V., 4, 


n? 
D, A'. D' ou peut-être une fraction rationnelle) est à déterminer. 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 3 février 1909. 34 
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Voila un nouveau probleme, sans doute moins difficile que le précédent. 


3°. De léquation (ro), il s'agira ensuite de déduire les relations de récurrence 


| Us: E D Um re Qn Opa (0) 


(12) | Var =; 12 Van E Qn Va = Q 


que vérifient les polynömes U, V. C'est peut-être le plus facile des trois pro- 
blémes, car P,, Q, ont une forme particulièrement simple. 


En effet, d'aprés la définition méme des fractions rationnelles 
Uns Un - (aa | 
Var Ve rasis 
d'oü 


T 7 T 7 I 
[ n+1 V ny— Um Var >=, V n y n+1 | | . 


22n4l 


I ers 5 
Changeons z en =, multiplions par z?"*! et posons 


I = 7 2t 
grt Ui () >= Urn; ZU n4l | | = Var N WeNe 
[2 


, 
Orr Và — Ux Vici = Va Via (P) = Sp? gest © Sette p cc 
le premier membre étant de degré 2» +1, il en est de méme du second, qui se 
réduit par suite à S"*!2?"*!; done 


Y T Qt © 
LU en Ur de Se TES i 
Dai GAZ , 


71 - 
J n+1 n n " n+l 





; : I 
échangeant à nouveau z en — , 


” 











I I I I 
71 71 71 71 „2 
Var = Vale Vv; | Paul | gent 
ou 
I I 
on+l1 JJ1 an IT]! 
* [ nol (*) e" U n B Sn 
; I [kt ln de 
gie y ntl () an E () n C) V n+l] | FT 
2 2 2 z 





ou entin, 
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Uns (z) E U,(z) Son 
Mas (2) Vn(z) V, (z) Vn+1 (2) 
c, à. d 
(13) Una Va — Un Var = S241 ; 


or, les relations (11) nous donnent, par élimination de P, 


Ug 17 "LY Un Var isn ONG VE > Urs m Vn) ; 
de méme, 





U, VL 5 à Uni Vn re On 1(U;, 1 V, DT Un 2 Ver 1) 
U, Vi == U, V, X EY Q, (U, V, CT Un Uc) ; 
multipliant toutes ces relations membres à membres, 


(DES p ze U, Var = Sc Qi Q, Do Oras Qn (U, D D Un Y) ; 


U,41V5, — Un Var, U,V,— U,V, sont indépendants de z, en vertu de la rela- 
tion (13); done Q, Q,... Q, l'est aussi et Q, l'est lui-même en dernier lieu. 
Ainsi, Q, est indépendant de z. 
D'autre part, un calcul semblable montre que 


Or Von — Va Um 
est de la forme 


Am-cl 1 „n+l>» 
Yo ats 71 bash) 


or, si l’on élimine Q,, entre les relations (12), il vient 


Ur es TE Var U, = J£, ( Um Pet => Un Vn) 
ou 
Ra dk pus 2 — ip S" : 


done P,, est de la forme 
Ke 


et les relations (12) s’ecrivent 


(14) J On+1 = (Hnz sis K,) U, Test On Ona — Q0 
I bee V,— Qa Van 0 


ou H,, K,, Q, sont indépendants de z. 

Cette forme trés-simple des relations (14) permet de penser qu’on peut les 
déduire facilement des relations (11) une fois connues, Je l'ai fait pour le cas 
de l'équation (8). 
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sa 


10. En définitive, la méthode de LAGUERRE ne peut, telle qu'elle est, sc 
prêter à une extension. Il y a lieu de lui apporter de notables perfectionnements: 


nous avons dit en quels points. Le probléme mérite qu'on l'étudie. 


11. Nous allons aborder maintenant le probléme de la convergence. 
Remarquons à ce propos que ce probléme n'est pas intimement lié à celui 


du développement. I] est peu de fonction qu'on sache développer en séries de 
puissances, séries de polynömes, séries trigonométriques. On sait cependant quels 


beaux travaux l'étude de la convergence de ces séries a inspiré. 


il. Le probléme de la convergence. 


12. Je vais préciser et compléter des résultats que j'ai donnés dans un 


mémoire déjà publié. ! 


L'équation (az -4-5)(cz4- d) Z' — (pz 4- q) Z - e, 4- €, pz. 


13. J'ai montré! que le développement ‘en fraction continue de la fonction 
Z converge pour toutes les valeurs de z, sauf peut-étre pour les points du plan 


b d 


— — -, 4, = — = 


des x, y situés sur la droite joignant les deux points 2, a? es 


Je vais montrer que si a, b, c, d. p, q, c,, c, sont réels, il y a sûrement 
divergence en tous les points du segment de droite z,2,. Je généraliserai plus 


loin les considérations que je vais exposer et j'en tirerai une conclusion des plus 


importantes ($ 15). 
Je simplifierai l'exposé en me bornant au cas où p — o et où ac < o. 


Alors, les relations (12) sont ! 


BES [ Usi — (2n 1) (P2 Q) Un + (n? R? — 9?) Un 1 — 0, 
y | Vai — (zn + 1) (P2+ 9) V, + (n2: R2 — 9) V5 — 0; 
avec 
(151$) P—ac, 2Q=ad+bc, 2R=ad—be, 208—=g.! 
De plus, ! 


1 Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1905. Quelques-uns de ces résultats ont été 
'ommuniqués sans démonstrations à l'Académie des sciences de Paris (C. R. 1905). 
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V, = [n (Pz + Q) — o] V, — (n? R? — o?) Vn. 


(15**7) (az +b) (cz 4- d) E 


Je désignerai par » le plus petit entier positif vérifiant la relation 


(16) ) al < 
9] —— = Ir 
R 
dot 
(17) n*.R*—q?« o0 pour n—1, 2, 3,...,7—1 et n?R?—w?>o pour n >». 
Considérons alors la suite 
(18) Veen sy cco Vas. Von 


Cette suite a les propriétés suivantes. 
1°. Deux fonctions consécutives V„+ı. V, ne s'annulent pas pour une méme 
valeur de la variable z; si ce fait se produisait, en vertu des relations 


Vane — (2n+ 1)(Pz+ QV, + (n? R? — w°) V,_1 = 0, etc...., 


V, sannulerait pour cette valeur de z. Cela est impossible, puisque V, est inde- 
pendant de z. 

2°. V,, qui est une constante, a le méme signe pour toutes les valeurs 
réelles de z. 

3°. En raison de la relation 


V,—»—([2(»—9p-—z)-4x](Pz-- Q) Vip + (wv — p—1)? R— o?] V,»-» = 0, 


si V,-,—; s'annule pour une valeur réelle de z, V,_,, V;_,_» sont de signes 
contraires pour cette même valeur réelle de z, puisque (17) le coefficient de 
V,—,—2 est négatif. 


4°. On’ a (rs) 





(az + 6) (cz-- d) V. —[(v —rx)(Pz-r Q) — o] V.—5 — [vw — x)? B? — 02] Vs; 


: 5 , : b ; 
done, si V,_, s'annule pour une valeur réelle de z compris entre P D ray 


V. , ont le méme signe pour cette valeur de z. 


ı 


La suite (18) est done une suite de Sturm pour les valeurs de z comprises entre 


d 


ER ; 2 Z b 
Théorème. V,_; n’a aucune racine réelle comprise entre Sic: 


1 Rendiconti del Circolo math. di Palermo. 1905, 
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D’apres le théorème de Sturm, le nombre de racines réelles de V,_ı com- 


des b d ; D T Be ; 
prises entre Tuc beri est égal à l'excés du nombre des variations que présente 
b Y ; 
la suite (18) pour z — eur le nombre des variations qu’elle presente pour 
" d 
2 3i 


Nous allons voir que cet excés est nul. 





Caleulons la valeur que prend Pz--Q pour z= — 7 2 - 
[ees )- »=P(—*) + @=ae(—?) +R 
IQ) a a 2 
| (Pz+Q),._a=—R 
= b d ; y 
De plusstssousee epe dans la relation (15) ou plutót celle-ci: 





(az + b) (cz + d) V' 


y—p 


— [(v — p) (Pz + Q) — v] Vi» — [(v — PR — 0°) Vp; 
il vient (r9) [Vo zx (Cy ms M em (Vr 
(20) Vip —[(v — p) R t o] Vi-pi-— 0; Vip + [((»— p) E— o] Vi-51-— o. 


Or —[(» — p) £--o], [(»— p).R — «] 


sont de méme signe, car leur produit 





[Ca — p) R? — o] 
est positif (17). 


La suite (18) présente done. comme le montrent les relations (20), autant 
xn b d 
de variations pour z= —- que pour z — —-, c. q. f. d. 
a € 
Considerons maintenant la suite 


(21) Br: = Va; zi jns. Says Vor, EIS Vs 3E Ya . 


I. Deux fonctions consécutives de cette suite ne s'annulent pas pour une 


Z E b d : 4 
méme valeur de z comprise entre noue (13) puisque V, , ne s'annule pas 


elle-même (supra) dans cet intervalle, 
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: à ; DEM Gc : 
II. V,_; conserve un signe constant quand z varie de — à — puisqu'elle 
; a c 
ne s'annule pas dans cet intervalle. 


III. On a (x3), Var + (25 -- x) (Pz - Q) (— V4) + (RR? — 93?) Vi — 0. avec 


DA oo 5 b 
(17) h® R? — o? » 0; done si V; s’annule pour une valeur z, de l'intervalle — 
a 


<0 
d ^ , > 
ee Vrrı(2),; Vr_1(2) ont des valeurs de signes contraires. 
IV. En raison de la relation (15) où n? R?—w?>o, pour toute valeur de z 
annulant V,, Vj, et (— V„-ı) ont le méme signe. 
La suite (21) est done une suite de Sturm pour les valeurs de z comprises entre 
b d 
a @ 
Cela nous permet de calculer le nombre de racines réelles que possède V, 
d 


dans l'intervalle PRO —-. 
a C 


Pour yy = — É la relation (15) donne |^ IE Pi 2| DORA 
a € a 


(een nen ),nang] 





GR — o) Vj + (9? R? — o?) ( — Vi) =0, 
i-a R + o) Vi + (9 R* — o?) (— Via) = 0, 
ou 

[ VÀ (RR 0) (— Vs) =o, 


It Up wie. 





avec (17) 
(AR + c) (A. R — o) =h’R’— w?>o, 


ce qui montre que AR+w, — (h RE — o) sont de signes contraires; l'une des suites 


D C RON I "EL Wer; Vi, 0.00 


u s di 


ne présente done que des variations, tandis que l'autre n'en présente pas; le 
nombre des variations de celle qui en présente est (21) » — (vr — 1) — n — v « r, 
c'est aussi l'excés du nombre des variations de l'une des deux suites sur le nombre 
des variations de l'autre suite, en sorte que V, possède n — v + r racines réelles 


: b d , c . > ; 
dans lintervalle cr d E. étant un nombre fixe, on voit que V, possede un 
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; ‘ b d : 
nombre de racines, comprises entre mE et — , d'autant. plus grand que n est lui- 
C 


méme plus grand. 


On apercoit done ici la cause de la divergence sur le segment rectiligne 


b 


d : à ; 2 ; 
VIR WEM Quel que soit le point z, de cet intervalle, V, (z,) tendra vers zéro quand 


a 
; ER: WE) 
n croitra indéfiniment et par suite, =~ 
Vn (Zo) 


V, a bien des racines (en nombre fixe » — 1) extérieures à ce segment; mais 


tendra vers l'infini. 


aucune de ces racines n'est infiniment voisine des racines de V,4;, Vn4e,.. si 


m 


: ho à d A 
done V,(zi)— 0, 2; extérieur à —- , —„, on aura une suite convergente au 
a 
= 3 Un (2x) P 
point z; en supprimant V, (2x) de la suite 
n ek 


On peut confirmer l'assertion précédente en montrant que: 


Théorème: Ni £,» sont deux racines réelles, consécutives, comprises entre 
b d : ; - ; 
B o x. de l'équation V, —0, (n >»), elles comprennent une racine et une 


seule de Péquation V,.,— o. N 


Choisissons deux nombres c, ? de l'inter- 


d 


——MÀ————À—— —————— 
> b : ze 
valle m mt plus petit que 5, 5 


b CRE 7 8 d 
a Vn(E)=0 Vn 7) =0 Er 


c 

plus grand que » (on suppose £ <») tels 
que —V,_1(«) et —V,-1(§) soient de méme signe et — V„-ı(n), — V,_:(3) soient 
aussi de méme signe; il suffira que «, ? soient assez voisin respectivement de &, 7. 

Si V, passe d'une valeur négative à une valeur positive quand z atteint et 
dépasse $, il passera d'une valeur positive à une valeur négative quand z atteindra 
et dépassera 1, puisque $, ; sont deux racines consécutives de V,. Il en résulte 


que V;,(§) est, dans cette hypothèse, positif; or la relation 
(az -- b) (cz 4- d) Vi, — [n (Pz -- Q) — o] Vn + (n? BR? — o) (— Vn) 
donne 
(a£ + b) (c§ + d) VE) = (n? R* — o?) [— V. (8)]; 
(a£ + b) (cE-- d) » o (on suppose ac « o) et n? R? —o?* > 0; 


on en conclut que 
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Je (3) et SUE Ies (5) 


sont de méme signe, que — V, 4(i) est positif, que — V, ,(«) est aussi positif. 
De méme, — V, 4(g9) est, comme — V, 4 (1), négatif. 

Si V, passait du positif au négatif quand z atteint et dépasse £, — V, 4 («) 
serait négatif et — V,, 1(9) serait positif. 


Nous avons done 


soit | Vr(a)<o —Vaa(«)»0, 


soit | Va(a)&o —Vaıle)<o, 
PA eo See 


i 


Dans la premiere hypothèse, V,, — V, ;, perdent une variation quand on 
passe de a à f. 
Or la suite 


Ue = p PES: OE) + en 


perd deux variations quand on passe de « à 9, puisque «, % comprennent deux 
racines de V,—o et pas davantage. 

Done la suite 

zs lee Erbe ele zh V 
perd une variation quand on passe de « à 9, ou de £ à y; par suite, 5, 7 com- 
prennent bien une racine et une seule de — V, , — o. 
Juda: se b d E : 2 
On voit ainsi que dans l'intervalle — aes les racines réelles de V,, — 


séparent les racines réelles de V, ;—o. 
a d 
b’ € 


existe au moins une racine de V, —0o, si l’on prend n assez grand, et cela quel- 


Resterait à prouver que dans tout intervalle 7, ^, du segment 


que petit que soit Vintervalle 7, h,. La divergence de la suite 


b d mM. N ; : A 
sur le segment — -, — serait ainsi complètement établie. Je ne m'arréte pas 
1 c 


à cette proposition, dont je n'ai pas la démonstration, car d'une part il me suffit 
de la faire presentir pour indiquer la raison de la divergence de la suite indiquée 


b d ; 
sur le segment — -, — - et, d'autre part, on ne peut songer, avec les moyens 
a ce 


, 
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- ER We b d ; f 3 
dont dispose l'algébre actuelle à étendre au segment — , — ç ‘supposé imagi- 
a 


naire, les propositions que nous avons démontrées dans le cas ot il est réel. Je 
reviendrai un peu plus loin sur cette question, qui se préte A une généralisation 
complete ($ ro). 


La representation des fonctions par des fractions continues. 
14. Ayant développé une fonction en fraction continue, il y a lieu de 


Sr je ee 
prouver que la différence entre Ja fonction et la réduite Vy. de rang n tend vers 
n 


zéro. Je vais le faire pour le développement de la fonction 


qui vérifie l'équation différentielle 
(az + b) (cz d) Z'(z) — (pz-qg) Z— e,— 6c, pz — o, 


seul développement que la méthode de LAGUERRE permette d'obtenir. 
Je partirai de la relation 


az b) (cz 4 d) (Va Us, — Un Va) — (p2+ q) Un Va — (Cy +6, p2) Và — Un Vins — Uni Vn 


que j'ai obtenue dans un mémoire précité et que j’écrirai 





d U | a U n paps Un Vua vy U n+1 4s nl, 
dz re (pa 9) y (00 +0, pz) 4 Vn Vas V n+l Vn ; 


n 


(az + b) (cz -- d) 


par soustraction de l'équation définissant Z(z), il vient 
e t AU d Oly ee n+l = UE Ii 
«si meo [ze zr] m Ev.) ra v 


T 
" tend vers une limite. Si Z ——” 


y. V tend vers une limite W, 
n ^n 


Par hypothése, 
on aura done 


(a2 4- b) (cz -- d) W' — (pz -- 9) W =o. 


Il faut montrer que 
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W= C(az+b)(cz+d)1 (ac(a,+0,) = p, a,ad 4 b, be — q) 


est nul. 


one ye, , NNUS, S 
Cela ressort de ce que W n’est pas développable en série S, + ^! + 5; | 5 
ee 


TT 


€ S ET 
or, comme Z (z) et comme —”, il devrait l'étre. 


Va 


Divergence et cause générale de divergence. 


15. Dans un mémoire souvent cité au cours de cette étude, j'ai étudié la 
convergence de types bien définis de fractions continues, ou suites de fractions 


: U 
rationelles —” . 
Ve 


Tous les types étudiés se ramenent à ceux définis par des relations de 
récurrence 
{A 3 Ur +B.U„+C. DER 
Kemer 


ou A, B, C sont des polynómes en z et m. 
Mes resultats se resument comme il suit. 
(22) Soit a+ba+ca”—o la forme que prend l'équation 


A4 Bet Coe -—o 


= 
7 


[ n 
Wop 


variable z, sauf peut-être sur certaines coupures. Ces coupures sont de celles qui rendent 


pour n infini; la suite de réduites converge en tous les points du plan de la 


uniforme la fonction développée. Elles sont définies comme étant les lieux géomé- 
triques des points z dont les coordonnées rendent égaux les modules des racines «,, 
a, de l'équation (22). 

La divergence est certaine, c'est une conséquence de la théorie des fonctions. 
Mais je n'avais pu la démontrer, d’où l'emploi du mot peut-étre. 

Je puis aller plus loin actuellement et démontrer la divergence sur les cou- 
pures, dans les cas oü elles sont réelles, A, B, C étant eux-méme supposés réels. 


Si ces coupures sont les segments 


(Gas Cy (Opa Gyn 0005 (Chany Cp) 
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de oz, les trois fonctions V;, Vn, Vn vérifient en effet une équation de la 
forme 


(23) (2—a,)(z—a,)... (ea) = 





= (Hz Hz? +--+ Ay) Vn t+ (L,2" 4+ Daz WEG) (ae 


H;, Li étant des fonctions de n aisees a calculer, au moins dans les cas simples, 
et voici comment. 
Derivons la relation 


(24) A Var + BV, SF Chr ESO 


remplacons Var, Vn, V5.1 par leur valeurs (23), nous aurons une relation entre 
Var, Vn,» Va-1, Va-s; dans cette relation nous remplacerons V, » par sa valeur 
en Vn, Vn-1 tirée de (24) et nous arriverons à une relation en V,41, Vn, V4.4 
qui contiendra les H, K, et qui devra être identique à (24). L'identification 
avec (24) permettra de calculer effectivement les H, L et d'écrire explicitement la 
relation (23), si l'on tient compte des valeurs que prennent les H et Z pour n —r. 

En possession de la relation (23), nous pourrons démontrer la divergence 
comme nous l'avons démontrée au § 13. 

Il en résulte cette conclusion trés importante: 


Chaque segment, si petit qu'il soit, des coupures contient au moins une 


racine des dénominateurs V, des réduits si n est sufissamment grand. 


Un 
V. * 

We 

y tend vers l'infini. 
n 


Pour cette raison encore, les points où il y a divergence constituent des ares 


Pour cette raison, sur les coupures, 


de courbe et non pas des aires, car les racines de V, ne peuvent tendre, sauf cas 
tout-à-fait exceptionnels, à couvrir une aire. 


Extension de la méthode définissant les lieux de divergence des fractions 
continues. 


16. Les fractions continues algébriques convergent d'ordinaire en tous les 
points du plan de la variable sauf sur certains ares de courbe, aisés à obtenir 


(8 r9). 


== 
di 
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La méthode qui m’a conduit à ces résultats généraux ! suppose que dans la 
relation de récurrence 


A Vu ar BV, ar Ce 10) 


A, B, C soient des polynômes en z et n. (Je puis actuellement m’affranchir de 
cette restriction, mais je ne puis publier encore les résultats que j'ai obtenus a 
ce sujet). 

Divers artifices de calcul permettent d’étudier des relations de récurrence 
ne satisfaisant point a cette condition. ! 

Il est un de ces artifices sur lequel je dois appeler l'attention et je vais 
exposer sur un exemple particulier les réflexions qu'il m'a fait faire. 

Gauss a donné le développement 


I 
(25) Log (1 +2) — 2 —— 
i+ = 
iz 
LS ae 
EE os 
quse 
r4 19—— 
X apis 
Nous avons done ici 
(25 bis) | Uni E On41 (Of, — An+1 Un =) 
| Wes ps bi Vn — An+1 Vom 9) 
avec 
I I. 
ee a, = c2 
2 2 
(1. ——2 A = —2 
i306 "ro 
9 2j 
d, — —-2 a, — 2 
IO I4 
qu 
I4 
et, en général, 
i N+ n 
2 MIT " 2 os? 17 
— z - — 2 e S^ 
an ^ Sins = SLE) 


a, n'étant pas une fraction rationnelle en n (et z) je ne puis appliquer la 
méthode qui me sert à rechercher les lieux de divergence de la fraction continue. 


1 Rend, del Circolo math. di Palermo (loc. cit.). 
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: I ut 
Or, sit= „ma, en general 


























o I i QUEE 
leac zd dg o 
Niere Care 
i t+ 4 — 
xis % ide 
et, vu l'identité 
a d, d 
DEL OU) men e 
ere it 
A 
ER SEEN 
Pe oe —— 
A, Ay 
t+a,+ 05 = a 
t+a,+a,—*—° 
d’où 
(26) Log (14 2) — Log (r+ je i 
+ x — 2.0 
2 S DE 
I ee 
6 6 Sees 
LL CN RUE oe nee 
IO IO : 
fraction continue dont les réduites 74 sont définis par la loi de récurrence 
7L 
Hr PISE mo: 
nn Fe TOTALE 
by =t + = 
2 
BO) = d n? 
T^ E. 2 ^ TE Mee 
Un EE naa) (4n a 2) Un 1 o, 
7 I| p NDR Dr 
| Via — |: +.) U^. (an — 2) (4n + 2) Ver 0, 


dont je puis étudier Ja convergence par les méthodes précitées: la convergence a 


lieu en tous les points du plan de la variable z, sauf sur la coupure allant, sur 
ox, du point —i à —c~.?* 





1 Rend. del Circolo math. di Palermo (loc. cit.). 


Les fractions continues algébriques. 279 


L'artifice employé ici a souvent lieu de l'étre. Or, il faut remarquer que les 
réduites de la fraction continue (26) sont les réduites de rang pair de la fraction 
continue (25). Nous avons done simplement prouvé que la suite des réduites de 
rang pair de la fraction continue (25) converge en tous les points du plan de la 
variable z, sauf sur la coupure allant sur ox du point —1 à — ©. 

I] faut prouver qu'il en est de méme pour la suite des réduites de rang impair 


et que ces deux suites de réduites convergent vers la méme limite. 























On a 
do ih ay Aya, 
TL t atten 
À 
t a a a a, ds a a. 40 
pa c. NP orav ma e 
} 5 A en a a 2 
UL 2 t+ — 2 t + — : 
} À À 
On peut donc écrire 
G TAA cem MOM o oic c UNE n a Oy = 
a +th ta ta (04 Ay 
: a, i —— a +t+ —— a,+t+a,——— 
a, 5 dy + At 
Lae Uap T 
3 / 
ui mr 
bp 
a 
I 0 
d, a, 
iy dp m RES 
(GG, 
CE Une 
fraction continue dont les réduites 
t a,+t I a,2+1 
um ur D OUT yon. 
Ian Or Ohi aU I+@z’ (a,ta,)2+1 
S US à 5 t I 
sont les réduites d’indice impair de - ti ee 3 
t + —— I 
a, a,z 
Se 
a, a, 2 
t+ 2 — r+ 
rs 


tH 


la loi de récurrence des termes des réduites y^ de (23) 


n 


transformée de cette 


facon est 
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7 2(n +1} | wenn) ees 
he = m n(n +r) L 
en ee GUN dd 


AW An Y y anus) 
| Pass = +1)(2n +3) i | Fave 4(2n+1)? Paie 2 





où il est inutile pour notre objet d'écrire a,, a,, b,, b,, d'ailleurs aisés à calculer. 
Ces réduites convergent, ma méthode le montre, en tous les points du plan de la 


variable z (= ;. où les réduites (26 VS) convergent elles-mêmes. 
Reste done en tout et pour tout à démontrer que 


UL Us 
Vi Va 


tend vers zéro ou que deux réduites consceulives y je e (25, 25") tendent 


n+1 J n 
vers la méme limite. 
Ur. De V Us 
er = 0 2 4 en 4 
Soit lim £2, — US AM E UE I hr 
Ws Vee Vp. j Von 
; U, We QU: Us 
lim [ONE 14 5 2n+1 N 


V, , V, , V. eje! deis) Vo en . ^ 
Entre les relations (25"5) éliminons 5,41; il vient 
5 fe 


Unrı V, TE Vua U, + An+ı (UI |n B DS Ve) mda 


ou 
Un Un U, Una Wei 
7 Sa + 543 3. cs ET. D che v 
J n+]l } n y n V n—1 } n+1 
soit n=2p: 
U: Us U. U: V: 
2p4l 2p 2p 2 2p-—1l 2p—1 
(27) V L—— TT + A2p+1 ly = V | y —0, 
2p4l 2p 2p 2p—1 2p+1 


T T 


: DP Wo Vor us m. 
jassons à la limite en remarquant que —2—, ——7*! étant des réduites d'indices 
} 


d 5 2p—1 2p+1 
impairs, on aura (26'!*") 
uus. b 
n= hin = = erp 
V 2p+1 J ntl 
limite facile à calculer puisque (26'*) 
2(n 4-1)? ol 1 een ae 
CIE ONCE Me Vee Alene) Vs 
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I I 
(28) r—[r+ ae+ —e=0; 
| 2 10 


passant dis-je à la limite, (27) s'écrit 








u— À + (lim @p41) (4 — u) « — o, 
(29) (uw A) [x — « lim as541] = 0; 
Or, 
PETE ET 2p+I 
DEC uns (2P+1)x Tea , (2 p4- 1)z 
mm S = oz x 
NES DEA. 
X 2(2p-- 1)" 
lim Apr,» 
et (29) s'écrit 
^ (ua) 1— ee oo. 
4 


relation qui ne peut coexister avec (28) que si u—4, c.q.f.d. 

17. On le voit, l'étude des fractions continues algébriques pose de nombreux 
problémes. Nous savons peu de choses encore sur la question du développement 
d'une fonction en fraction continne, mais ce développement tient à des problémes 
précis que j'ai indiqués nettement. 

Nous sommes plus avancés en ce qui concerne l'étude de la convergence. 
La divergence ne peut avoir lieu que sur des coupures, relativement aisées à 
déterminer. Enfin il est presque démontré directement qu'il y a bien divergence 
sur ces coupures; de plus, la raison générale de cette divergence est connue. 

Quant aux problémes accessoires qui interviennent ici, jen ai, me semble- 


t-il, donné une idée suffisante. 
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MEMOIRE SUR LES SURFACES HYPERELLIPTIQUES 


PAR 
MM. FEDERIGO ENRIQUES er FRANCESCO SEVERI 
à BOLOGNA à PADOVA 


couronné par l'Académie des Sciences de Paris (1907). 


I. Introduction. 


15 On appelle surface hyperelliptique toute surface algébrique 


qui admet une représentation paramétrique par des fonctions uniformes quadruple- 


ment périodiques de deux variables 
(x) m—filuv, y=h(wr),  2—f(u,v). 


D’après un théorème classique de WEIERSTRASS, on peut construire une surface 
hyperelliptique F de la facon suivante: 

Soient x,y,z trois fonctions analytiques uniformes indépendantes de u, v 
ayant le caractère de fonctions rationnelles pour toute valeur finie de u, v; si 
ces fonctions sont quadruplement périodiques aux mêmes périodes, elles seront _ 


toujours liées par une équation algébrique 
Amy, 2)—'0r 


Si au lieu de trois fonctions quadruplement périodiques, on en considérait 
r3, on aurait analoguement une surface hyperelliptique de l'hyperespace S,, à r 
dimensions; celle-ci se ramenerait d'ailleurs par une projection à une surface de 
l'espace ordinaire. 

Si, étant donnée une surface hyperelliptique 


INTE) 0: 


on choisit trois (ou plusieurs) fonctions rationnelles indépendantes 
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XX (oye) MEO Um gna) Z = Z(v,y,2), 
celles-ci seront liées par une nouvelle équation algébrique 
DX DA 


qui représente, ainsi que / — o, une surface hyperelliptique. On peut exprimer 
cette remarque en disant que »si une surface admet une transformée rationnelle 
hyperelliptique (F), elle est elle-même hyperelliptique». 

En considérant en particulier le cas où la substitution rationnelle soit invertible 
(par des fonctions rationnelles). on a que »toute transformée birationnelle d'une 
surface hyperelliptique est elle-méme hyperelliptique». 

Au point de vue des problèmes dont nous nous occuperons, deux surfaces liées 
par une correspondance birationnelle nous apparaitront comme deux surfaces iden- 
tiques, en tant qu'elles correspondent au méme corps de fonctions abéliennes. 
Ainsi, dans la suite, nous considérerons toujours une surface donnée comme une 
image projective de la classe à laquelle elle appartient; c'est-à-dire qu'il sera 
permis de remplacer cette image par une autre queleonque de ses transformées 
birationnelles. 


3. Premiers caractères des surfaces hyperelliptiques: le diviseur. 
D'après le théorème fondamental de la théorie des fonctions abéliennes,! 
étant données les fonctions 


vod moy AED, m mS E 
on peut ramener leurs périodes primitives à un tableau normal de la forme 


IE OP “le 
(2) 


z 
Oo x A 

QT E 

ou 0 est un entier positif. Cette réduction peut être effectuée par des substitutions 

linéaires, d'une infinité de maniéres différentes. Mais on est toujours amené au 
méme valeur de à. C'est ce que nous allons démontrer. Soit: 


un tableau quelconque de périodes primitives des f; on a la relation bilinéaire 

à coefficients entiers: 

(3) 25,6 ell. slo (cii — 0, Cix = — €i). 
! Voir les travaux généraux de Werersrrass et de MM. Porxcaré et Picarp concernant les 


fonctions abéliennes de genre p; voir en particulier pour p = 2 le mémoire classique de M, Apri. 
Journal de Math., 1891) et la note recente de M. PaiNrEvÉ (Comptes rendus). 
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Lorsqu'on veut construire un tableau normal de périodes, on commence à 
transformer les périodes au moyen d'une transformation linéaire d'ordre r, telle 
que la reJation bilinéaire entre les périodes transformées 


ait la forme normale: 
a 8. — Pics + (n, B^, — f',a',) — o 
1, 0 étant les diviseurs élémentaires de la forme (3). On prend ensuite de nouvelles 
variables 
hou + uv, kW Uv; 


où les constantes ^, sont déterminées de telle sorte que 
CERN Tr RNG tO ©) 


T Qe — 1 í DI 
Apis + Ug D$ — 0 AQ, + UD, = 


oh 


Ainsi le nombre 0 vient dépendre seulement des diviseurs élémentaires de la 
forme (3). Comme deux systèmes différents de périodes primitives sont toujours 
liées par une transformation linéaire d'ordre 1, d’après un théorème bien connu 
de WEIERSTRASS, les formes bilinéaires relatives à ces systèmes, auront les mêmes 
diviseurs élémentaires; ainsi la valeur de 0 est la même quel que soit le système 
de périodes primitives dont on part, tant que ces périodes ne sont pas liées par 
des relations singulières à coefficients entiers. 

Nous venons de prouver que, pour des périodes arbitraires, la réduction des 
périodes primitives des fonctions f à la forme normale, nous amène à un tableau (2) 
ou entier 0 résulte défini sans ambiquité par rapport aux fonctions f; ce nombre 
entier est done un caractere du systeme de fonctions abéliennes données; nous 
l'appelerons le diviseur de ces fonctions. | 

Nous dirons aussi qu'une surface F est une surface hyperelliptique de diviseur 
0, lorsqu'elle admet une représentation paramétrique par des fonctions abéliennes 
de diviseur 0. 

3. Le rang. Soit encore un systéme de fonctions abéliennes 
(1) qx f (v), y -f,(u,v), eI fa(u,v). 

Un autre caractère de ce système peut être défini de la façon suivante: 

A tout point (x,y,z) de la surface F il peut correspondre ou bien un seul couple 


u,v), ou bien r>ı couples (w,v), incongrus par rapport aux périodes primitives 


des fonctions f. 
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Dans le premier cas il y a une correspondance biunivoque entre les points 
de la surface F et les points (u,v) intérieurs à un prismatoide de périodes primi- 
tives; dans le second cas au contraire on a qu'à tout point (+,y,2) de F cor- 
respondent rr points intérieurs à ce prismatoide. 

Le nombre r(>1) des points (w,v) intérieurs an prismatoide des périodes, 
qui correspondent à un méme point (x,y,z) de F, sera désigné dans la suite sous 
le nom de rang dw système de fonctions f; on dira aussi que la surface F est 


hyperelliptique de rang v . 


4. Surfaces rationnelles et réglées elliptiques. 

D'aprés les définitions que nous venons de poser, toute surface rationnelle 
et de méme toute surface réglée elliptique, peut étre considérée comme une sur- 
face hyperelliptique, et cela de différentes facons. 

On peut considérer une surface rationnelle (ou une réglée elliptique) F comme 
un cas de dégénérescence des surfaces hyperelliptiques de rang r; mais on peut 
aussi exprimer les coordonnées, des points de F par des fonctions abéliennes non 
dégénérescentes, formant un système de rang > +. 

Dans la suite nous laisserons de cóté les surfaces rationnelles et celles qui 
peuvent être transformées en des réglées elliptiques: le nom de surfaces hyperellip- 
liques ne sera donc pas appliqué aux surfaces de ces familles, tout au moins lorsqu'il 
s'agira de surfaces que l'on se donnera à priori. 


5. La surface de Jacobi. 
Dans la théorie des surfaces hyperelliptiques joue un róle fondamental la 
surface que l'on construit de la facon suivante: Soit 


Enr pË)— 0 


une courbe de genre deux, et soient (5,,7,), (£,,1,) deux points variables de f; posons 
(1) $—6$,4 $5, y —5,&, z=, + Ne: 


D’après le théorème d’inversion de Jacost, le point (v, y, z) décrit une surface 
hyperelliptique 
TK GS. 


12) = 0, 


< 


dont l'équation s’obtient en éliminant §,,1,, £,,7, entre les (1) et les 


En) — o, SUR =O; 


A chaque couple de points de la courbe f correspond par les formules (x) 


un point de la surface F, et réciproquement. 
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La surface P, ou toute transformée birationnelle de celle-ci, dont les points 
correspondent (élément par élément) aux couples de points d'une courbe de genre 
deux, sera désignée dans la suite sous le nom de surface de Jacobi. 

Remarque. La courbe de genre deux peut dégénérer en se réduisant à un 
couple de courbes elliptiques; on tombe alors sur la surface de Jacobi particulière 
qui représente les couples de points de ces courbes. 

Il y a aussi d'autres dégénérescences possibles de la courbe f, mais ces cas 
amènent aux surfaces hyperelliptiques dégénérescentes (surfaces rationnelles et 
réglées elliptiques) que nous venons d’excluré de notre étude (n. 4) 


6. Transformées rationnelles dune surface hyperelliptique. Le rôle qui est 
joué par la surface de Jacopı dans la théorie des surfaces hyperelliptiques, res- 
sortira du théorème suivant: 

Toute surface hyperelliptique admet une transformée rationnelle qui est une 
surface de Jacobi. 

Considérons la surface hyperelliptique ® qui est représentée par les formules 


(1) m—f(uo), y=fr(wr),  z=hlao), 


et supposons d'avoir effectuées d'avance sur w, v les substitutions linéaires qui 
ramenent les périodes des fonctions abéliennes f,,f..f, au tableau normal 


[: ONG de 
(2) | o I h g, 
0 


ou le diviseur 0 sera un entier positif (n. 2). Entre les parties imaginaires 
g:,h,,9',, de g, h, g' on aura l'inégalité 


(3) 91g. > hi. 


En désignant par r(>1) le rang des fonctions (r), on aura qu'à un point 
quelconque (x,y,z) de ® correspondent r couples (w,») incongrus par rapport aux 
périodes (2), soit : 


(4) (ro Why By ano (Cen s 
Par rapport au tableau (2) ces couples ne sont pas distincts des couples 


7 z 4 
| I. vi + 3 us. 7. + 3h NO us. dr + eI 


X-—I,2,.650—I: 
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Mais, toutefois, les couples (4), (5), qui sont au nombre de n — rà, sont 
distincts par rapport au tableau 


ï T 0 h 
(6) ? 


I 


GN ad RO Os 


Ceci posé, nous allons construire une surface de Jacobi F, en partant d'une 
courbe f de genre deux dont les intégrales de premiére espéce aient les périodes 
normales.(6); nous sommes assurés que cette courbe existe d'aprés l'inégalité (3). 

En désignant par w,($), w,(£) les intégrales considérées de f, sommons les 
valeurs que w,,w, prennent en deux points (§,), (£,) de f; on peut regarder ces 
sommes comme des fonctions du point (X) de la surface F, qui correspond au 
couple (£,),(£,) de f. 

Soit: 

u (X) — c, (§,) + e, (5;), v(X) = o, (5;) + c; (;). 


Les fonctions uw, v seront deux intégrales simples de première espéce attachées 
à la surface #, et elles auront les périodes primitives (6). 

Les coordonnées d'un point de F seront des fonctions uniformes quadruplement 
périodiques de wu, v ayant les périodes (6). 

Or, entre les points de la surface ® et ceux de F il y a une correspon- 
dance [1,n] de facon qu'à un point (x) de € répondent n points (X) de F, 
donnés par les couples (4), (5). 

Etant donné un point (X) de PF, on a un couple (w, ») par rapport au 
tableau des périodes (6) et à fortiori par rapport à (2); ainsi par les formules (r) 
à (X) répond un point (x) de ® qui résulte une fonction rationnelle de (X). 

La surface admet done une transformée rationnelle qui est la surface de 
Jacobi P. La proposition énoncée se trouve ainsi justifiée. 

Remarque. On reconnait en cette proposition une expression géométrique 
du théoréme fondamental d'aprés lequel toute fonction abélienne est une fonction 
rationnelle des séries ©. 

La propriété que nous venons d'établir peut étre énoncée d'une autre 
facon. 

Entre la surface hyperelliptique donnée ® et la surface de Jacobi F nous 
avons trouvé une correspondance [1,n] de sorte qu'à un point de ® répond un 
groupe G, de n points de F. Les groupes G, qu'on obtient sur # en variant 
le point homologue de ®, forment une série algébrique c? qui jouit de la propriété 
suivante: chaque point de F appartient à wn groupe de la série, les points du 
groupe jouant un róle symétrique par rapport à la détermination de celui-ci. 
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On exprime cette propriété en disant que les groupes G, forment sur F une 
involution I, d'ordre n. On dira aussi que D (ou toute autre surface en correspon- 
dance birationnelle avec celle-ci) représente l'involution 7,, ou qu'elle en est une 
image. 

Ces définitions établies, notre résultat peut être exprimé en disant que 
»toute surface hyperelliptique correspond à une involution /, appartenant à une 
surface de Jacobi». 

On peut méme préciser cet énoncé en tenant compte de la valeur de n: 
en effet nous avons trouvé 


n — rà, 


r et Ó désignant respectivement le rang et le diviseur de la surface hyperellip- 
tique donnée. 

Nous aurons donc le théoréme suivant: 

Toute surface hyperelliptique de diviseur 0 et de rang r correspond à une involu- 
tion d'ordre rÓ appartenant à une surface de Jacobi; la surface donnée est une 
image de l'involution. 

En particulier: Toute surface hyperelliptique de diviseur et de rang 1 est une 
surface de Jacobi. 

On a aussi: 

Toute surface hyperelliptique de rang v et diviseur 0, correspond à une involu- 


tion d'ordre r appartenant à une surface hyperelliptique de rang 1 et de diviseur 0. 


II. Les surfaces hyperelliptiques de rang 1. 


7. Les surfaces hyperelliptiques de rang 1 ont été étudiées par M. Prcarp 
comme des surfaces admettant un groupe permutable c? de transformations bira- 
tionnelles en elles-mêmes, c’est pourquoi elles ont reçu le nom de surfaces de Picard. 

Aux propriétés découvertes par M. Picarp, M. Humbert a ajouté une étude 
approfondie de ces surfaces, de facon qu’on en posséde maintenant une theorie 
qui peut étre regardée comme compléte sous plusieurs points de vue. 

Cependant il ne paraitra pas inutile que nous nous arrétons a rappeler en ce 
chapitre les théorémes fondamentaux qui constituent cette theorie, en les rapprochant 
au point de vue géométrique, auquel nous nous placerons souvent dans la suite 
de ces recherches; nous aurons occasion ainsi d’ajouter aux résultats connus 
quelques résultats nouveaux, qui nous ne semblent pas dépourvus d'interét. 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 13 février 1909. 7 Di 
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Nous nous proposons d’abord de construire toutes les surfaces de PICARD en 
partant de la surface de Jacobi (n° 11,12). Cette construction mettra simplement en 
lumiere les proprietes fondamentales qu’on peut considerer comme caracteristiques 
pour notre famille de surfaces (n° 13, 14, 16). Enfin elle nous amenera à reconnaitre 
les types, birationnellement distincts, de surfaces hyperelliptiques de rang r, en 
classifiant celles-ci d’après leur diviseur 0 (n. 30). 


S. Transformations de la surface de Jacobi en elle-même. 
Reprenons la surface de Jacobi F que nous avons définie au n. 5; elle est 


représentée par les équations 


en désignant par f(3.5) — i? — 4 (5) — o une courbe de genre deux. 

Ainsi que nous l'avons rappelé, la surface F possède deux intégrales simples 
de premiere espéce que l'on obtient en sommant les valeurs des intégrales analogues 
de f, aux points (3,,5,) et ($,,7,) (voir n. 6). 

Or il est bien connu que: 

La surface de Jacobi F admet deux séries o? de transformations birationnelles 
en elle-même, qui forment un groupe mixte. 

Ces transformations sont représentées par les formules 


fu + u = const. 





I 
(1) | o + v! = const. 
et 
[u'— u = const. 
2 | — v = const. 


Les transformations (1) s'appellent des transformations de première espèce, 
les (2) des transformations de seconde espèce; ce sont là les deux sortes de trans- 
formations qui appartiennent à F pour toute valeur des modules; il peut en 
exister d’autres seulement pour des valeurs particulières de ces modules, ainsi que 
nous le verrons dans la suite. 

Une transformation de première espèce définit sur # une involution de second 
ordre, les points homologues étant conjugués par rapport à celle-ci. 

Le produit de deux transformations de première espèce est une transformation 
de seconde espèce. 

Deux transformations de 2** espèce engendrent par multiplication une nouvelle 


transformation de 21° espèce; cela revient à dire que les transformations de 21° 
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espece forment, a elles seules, un groupe continu qui est un sous-groupe du groupe 
mixte renfermant toutes les tranformations (r), (2) de F. 

A Végard de la multiplication des transformations de F ajoutons que: les 
transformations de 2% espèce sont deux à deux permutables entr elles. 

Il n'en est plus ainsi généralement pour deux transformations de premiere 
espece. 

Enfin rappelons que: 

Etant donnés sur F deux points (x), (x), il existe deux transformations de notre 
groupe mixte qui font correspondre au premier point le second; Uune de celles ci est 
une transformation de première espèce, l'autre une transformation de seconde espèce. 

Remarque I. Si une transformation de seconde espece 


[wu — — À 


|o? —v»—u 


ramene en lui-méme un point de la surface, les équations de la transformation 
seront satisfaites pour w'— w, v' —v. Il faudra done que l'on ait À — « — o, c'est- 
à-dire que Ja transformation soit lidentité. Done: 

Une transformation de seconde espéce qui ne soit pas l'identité n’admet aucun 
point de coincidence. 


Au contraire une transformation de première espèce 


admet toujours 16 points de coincidence qui tombent en les points 


XE (UN U =F Wy : 
EL gy 
€,, @, étant un couple de périodes simultanées de wu, v. 
Remarque II. Faisons une autre remarque utile pour la suite. 
Lorsque un point de F se meut sur un cycle linéaire quelconque 6, le point qui 


lui correspond au moyen d'une transformation de seconde espèce 


UJ — ay — À 
| 


|v'-—v—u 


décrit un cycle 0! homologue à o. En effet si les paramètres 7, 1 aboutissent à zéro 


par une variation continue, le cycle o' se réduit au cycle o. 


292 Federigo Enriques et Francesco Severi. 


9. Transformations de seconde espèce cycliques. 

Tandis que les transformations de premiere espèce de F sont périodiques 
(d’ordre 2) il n’en est pas ainsi, en général, pour les transformations de seconde 
espèce. i 


Reprenons les équations (2) du n. 8 en les écrivant sous la forme 


(1) | u ua 


een 


et rappelons qu’il est sous-entendu que Jes congruences se rapportent aux périodes 
simultanées de w, v. Pour que ces équations representent une transformation 
périodique d'ordre n, il faut avoir 


WA =O; JU LUE 
cela revient à dire que 
À () OO. 
N ea 
n n 


w,, w, désignant un couple de périodes simultanées de u, v. 

On obtient ainsi des transformations de la surface de Jacobi F, qui sont pério- 
diques d'ordre m. 

En tenant compte du fait que parmi ces transformations il y en a en général 
qui sont périodiques d'un ordre diviseur de n, au moyen d'une formule connue de 


DEDEKIND on reconnait que: les transformations périodiques d'ordre n (et non moindre 





I I I s 2. 
que n) sont au nombre de v: =) b x) I =| .. . OÙ, B, y, -. "désignent 
c 


les diviseurs premiers de n.! 

Remarque. Les transformations périodiques d'ordre » de F en elle-méme 
peuvent étre définies de la facon suivante: 

Soit G, un groupe de » points de F et sommons les valeurs des intégrales 
u, v aux points de G,; désignons ces sommes par h, k. Il y aura o?"—? groupes 
analogues à G,, qui donnent lieu aux mêmes sommes Ah, k; ceux-ci formeront une 
certaine série qu'on pourra désigner par /,. Or parmi les groupes de 1’, il y en 
aura un nombre fini (et précisément n*) qui seront formés par un seul point 
compté » fois.? Eh bien: les transformations périodiques d'ordre n sont définies 
parmi les transformations de seconde espèce de P, par la propriété de changer un 
point de coincidence n-ple de /', en un point analogue. 


! Voir p. e. CasrgrNvovo, Rend. dell'Istituto Lombardo, s. II, t. XXV, 1892; no 8, 
? Voir p. ex. CASTELNUOVO, loc. cit, 
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Considérons une transformation périodique de seconde espèce de F, et ses 
puissances; on obtient un groupe cyclique de transformations qui sont représentées 


par les formules: 


Ol &,, w, constituent un certain couple de périodes de #, v. On peut méme ramener 
ces formules à une expression plus simple; en effet par des substitutions linéaires 
convenables effectuées sur les cycles normaux et sur les intégrales wu, v, elles se 
réduisent à la forme 


| uw —u=0 


(3) E 


| D 
n 


Cette reduction s'effectuera de la facon suivante: désignons par o, le cycle 
de F qui correspond aux périodes w,, w, et construisons un systeme normal de 
cycles 0,,0,,0,,0,, renfermant o,; il suffira de prendre comme nouvelles variables les 
intégrales de F qui ont les périodes r, o et o, 1 le long de 0,,0,. 

Il est bon d'ajouter que la construction du systéme normal de cycles auquel 
appartient o,. peut être effectuée en remarquant que la surface F renferme de 
courbes C de genre deux (n. 20); il suffit alors de ramener le cycle o, à un cycle 
de la surface riemannienne € et de construire ensuite sur celle-ci les retrosections 


riemanniennes 90, 0,,0;0,.' 


10. Opérons sur un point queleonque P de F au moyen des transformations 
(3) ou (3') du n. 9; on a ainsi un groupe de points G, — (P, P', P",... POY). 

Ce groupe est défini d’une façon symétrique par rapport à ses points; en 
conséquence au varier de P, il décrit une involution cyclique d’ordre n que nous 
pouvons designer par /,. On obtient le nombre des involutions /,„, en divisant le 
nombre des transformations périodiques d'ordre n par le nombre des transformations 
qui raménent en lui-même tout groupe d'une 7, donnée. Ce dernier nombre est 
évidemment égal à la fonction y(n) de Gauss. 

I y a done sur 7, n^ (s + 2] (x 3 à] E qe 3 (x Us = ... involutions cycliques 

| 

d'ordre n engendrées par les transformations de seconde espèce (3), [ou (3')]. 

Ces involutions cycliques J, jouissent des propriétés suivantes: 





! Voir le Traité de MM. Picarp et Simarr (t. I, p. 86) et les remarques de Severı dans son 
mémoire publié par les Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 7 Gennaio 1906. 
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a) Elles sont transformées en elles-mémes par les transformations de seconde 
espèce de F. 

b) Elles sont transformées en elles-mêmes par les transformations de première 
espèce de F. 

Cette dernière affirmation a besoin d’être justifiée. Soit w une transformation 
cyclique de seconde espèce d'ordre n, qui engendre sur F une involution 7,. Il 
ne subsiste pas que c soit transformée en elle-même par une transformation 
quelconque de première espèce ;;. Mais en multipliant « par x, on obtient un 
groupe fini composé par les 2” transformations 


9 — 
(Ors oe On ET 


Jb. (UGG, - . . CUI RATE. 


Ces transformations donnent lieu à une involution /:, dont chaque groupe 
est composé par deux groupes de Z,, qui sont échangés l'un en l'autre par chacune 
des transformations de premiere espece 


re Nr: 


Il s'ensuit que 7, est transformée en elle-même par toute transformation de 
premiere espèce de F. 

c) Elles n'ont pas des points de coincidence, c'est-à-dire que tout point P d'un 
groupe G, de J, est distinct des autres n — r. 

En effet un point de coincidence de /, serait un point uni pour une trans- 
formation de seconde espéce, tandis que ces transformations n'ont pas des points 


unis (voir la remarque I au n. 8). 


li. Construction des surfaces de Picard de diviseur 0. 

Considérons une involution /, engendrée par une transformation périodique 
de seconde espèce d'ordre 0, appartenant à une surface de Jacobi F. 

Nous allons démontrer que toute surface F, qui représente Vinvolution I, est 
une surface hyperelliptique de rang x — c'est-à-dire une surface de Picard de diviseur à. 

En désignant par w, v les intégrales normales de premiere espèce attachées 
à F, nous considérerons les sommes des valeurs que «, v prennent aux 0 points 
d'un groupe de Jy; ces sommes divisées par 0 seront désignées par U, V. 

Alors U, V seront deux intégrales de premiére espéce attachées à la surface 
Fo; il s'agit: 

a) de déterminer les périodes primitives de U, V et de montrer que celles-ci sont 


Oj lt 
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b) de prouver que les coordonnées des points de P, s’expriment par des 
fonctions uniformes de U, V; ces fonctions seront de rang r, puisqu'en tout point 
de F, les intégrales U, V résultent définies sans ambiguité, aux périodes près. 

a) Soient 0,,0,.0,,0, les quatre cycles de la surface F qui correspondent aux 


périodes normales, ce que l'on peut représenter par le tableau suivant 


mel 3e OG de 


On peut supposer que les équations de la transformation périodique qui 


engendre /, soient 
I mod 


(voir n. 9). 
Ceci posé considérons les cycles o',,0',,0',,0', de Fy, correspondant à 0,,0,,0,,0,. 
On peut évaluer les périodes de U, V le long de ces cycles, en rappelant 
la remarque II du n. 8; d'après cette remarque au cycle o', décrit par un point 
P' de F,, correspondent sur F des cycles homologues décrits par les 0 points ho- 
mologues P,.... P5; un de ces cycles a été deja désigné par o,. 


On trouve ainsi que les périodes de U, V correspondant aux cycles 6,6 ,,6 4.6, 


sont celles représentées par le tableau suivant 


Mais les cycles o',,0',0',,0', de F, ne sont pas primitifs; c'est là un point 
délicat qu'il faut mettre en lumiére. 

A cet effet remarquons que l'on obtient un cycle de F, qui n'est pas une 
combinaison linéaire de 6!,,0!,,0!,,0!, par la construction suivante: Considérons les 
points P, P; ... P; de F qui correspondent à un méme point P' de Fy. Soit 
€, une ligne ouverte joignant P, à P,. Tandis que P, décrit cette ligne, P, par- 
courira une ligne ©, qui aboutit à P,,..., P, une ligne 9, qui aboutit à P,. 
Eh bien, au chemin ouvert €, correspond sur PF; un cycle fermé 6; ce cycle par- 


couru 0 fois correspond au cycle 
0, +0,+...+0, 


de la surface F. 
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Evaluons les périodes des intégrales U, V correspondant au cycle 6' de F;. 
Elles correspondent aux valeurs que les intégrales «u, v de F prennent le long de 
€; la correspondance (P, P,) étant représentée par les équations 


QUE 
ee 
3). 
ces valeurs sont respectivement 
I [re eig 
o et +, mod 4 B 
Ó ho lure ug 


Nous sommes arrivés à la conclusion que les intégrales U, V de P admettent 
les périodes simultanées o, j Par rapport au cycle ©; ce cycle compté à fois 
( 


donne le couple de périodes (o, 1) et résulte ainsi homologue à o’,. 
On voit ainsi, ce que nous avons affirmé, que les périodes 


0 ] 
(1) l. ONU 


! 


Rd 


ne sont pas des périodes primitives pour U, V sur F,, puisque ces intégrales 


admettent les periodes 


| X 9 de 
2 I j 
i | Jor d) 
0 ; 
correspondant aux cycles 
(3) os 26). Ole al 


On peut prouver au contraire que les périodes (2) sont primitives. A cet 
effet il faut montrer que tout cycle de F, est homologue à une combinaison 
linéaire à coefficients entiers des cycles (3). 

Observons d'abord qu'un système de chemins analogues aux chemins 6,, 
O,,...0,, peut être défini sur Z pour tout groupe G; de l'involution /,, et que 
le cycle ©' correspondant aux nouveaux chemins sur F,, est homologue au chemin 


: à I : 
€! obtenu auparavant, parce qu'il donne encore les valeurs o, y Pour les in- 
( 


tegrales U, V. 


Ajoutons que sur F un chemin allant de P, à P; 1(2— 3, 4. . .) est homologue 
à la somme du chemin 9, +0, +... + 9; et d'un cycle linéaire; par conséquent 


le chemin fermé qui lui correspond sur F, est homologue a la somme de i@ et 
d'une combinaison linéaire à coefficients entiers des cycles o',, o', =00',, 6',, 0, 


c'est-à-dire à une combinaison des cycles o',,@',0',.0',. 
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Comme tout cycle linéaire de F, a pour correspondant sur / ou bien un 
cycle linéaire — qui s'exprime au moyen des cycles 6,,0,,0,, 0, — ou bien un chemin 
ouvert joignant deux points conjugués — qui s'exprime au moyen de ces mémes 
cycles et des chemins 6,,... €, — on en conclüt que tout cycle de F, restera 


homologue à une combinaison à coefficients entiers des cycles 


! 


(3) 0. 0^ 


Oxy Oly. 

b) Il s'agit maintenant de montrer que les coordonnées des points de Fy sont 
des fonctions uniformes de U, V, c'est-à-dire que U, V ne peuvent reprendre les 
mémes valeurs, par rapport aux périodes (2), en des points différents de la 
surface. 

Revenons à la définition des intégrales U, V: elles s’obtiennent en divisant 
par 9 les sommes des valeurs des intégrales 1, v attachées à F, aux points d'un 


groupe de /;. On a done 


U=u | x © ff Ie 
V 0— p med 
ae, o $ ^g. 


Soit U,, V, et U,, V, deux couples de valeurs de U, V, congrus par 
rapport au tableau (2), et désignons par X,, X, les points correspondants de 7; 
il faut prouver que ceux-ci ne sont pas distincts. 

Désignons par x, un des 0 points de F correspondants à X,, et par x, un 


des points correspondants à X,. On aura alors 


et par conséquent 


les congruences ayant lieu par rapport au tableau (2). Ces relations peuvent 


done s’ecrire 


€ (ze entier <0) 


les nouvelles congruences étant considérées par rapport au tableau (r). 
Il s'ensuit que x, est amené en x, par la transformation 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 16 mars 1909. 25 
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et par conséquent que z,, x, appartiennent à un méme groupe de Jy, ou, enfin, 
que les points X,, X, ne sont pas distincts. 


12. Nous venons de prouver que toute involution cyclique /, engendrée sur 
une surface de Jacobi par une transformation périodique de seconde espèce, est 
représentée par une surface de Picard. Il est aise de montrer que, réciproquement, 
toutes les surfaces de Picard peuvent être obtenues par cette construction. 

C’est la une conséquence immédiate de ces faits: a) que par la construction 
indiquée on obtient des surfaces hyperelliptiques de rang 1 (c'est-à-dire des sur- 
faces de Picard) correspondant à un tableau normal de périodes 


eo @ p 
I ] 
9 à TEES 


qui peut étre assigné à priori (en satisfaisant à l'inégalité classique); b) que des 
surfaces de Picard, correspondant à un méme tableau, peuvent étre transformées 
birationnellement l'une dans l'autre. 

Ainsi on peut résumer les résultats obtenus en énoncant le théoréme suivant: 

Que lon se donne une surface de Jacobi F et une transformation périodique 
de seconde espèce d'ordre 0, de F; Vinvolution I, engendrée sur F par cette trans- 
formation, est représentée par une surface Fy qui est une surface de Picard de 
diviseur 0. 

Réciproquement, toute surface de Picard F de diviseur 0 admet comme trans- 
formée rationnelle une surface de Jacobi F(d — 1), de facon qu'à un point de Fy 
correspondent sur FO points homologues par rapport à une transformation périodique 
de seconde espèce et à ses puissances. 

Remarque. Au lieu de considérer sur F le groupe cyclique engendré par 
une transformation périodique 


on peut considérer le groupe engendré par deux transformations 
A w= ws 
0 


v =D +; v=. 
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De même que par le premier groupe cyclique on définit sur # une involution 
15, d'ordre 0, par ce second groupe on définit sur F une involution J», d'ordre 02. 
Celle-ci vient représentée aussi par une surface de Picard F'. Mais les intégrales 
de F' admettent les périodes normales 


Toy 099 07. 
One OA dG! 


de facon que F’ est une nouvelle surface de Jacobi (de diviseur r).! 

Il est interessant de remarquer que la surface de Picard F, correspondant à 
l'involution /;, est une transformée rationnelle de la surface de Jacobi P, et qu'il 
y a entre F', F, une correspondance [r, 0] sans points de diramation sur F'. 

On obtient ainsi une construction des surfaces de Picard, en quelque sorte 
réciproque à celle que nous avons développée au n. 11: Toute surface de Picard 
Fs de diviseur 0, est une transformée rationnelle d'une surface de Jacobi F, qui 
correspond à une involution d'ordre à sur Fs; ainsi F, vient représentée sur une 
surface de Jacobi comptée 0 fois sans points de diramation. 


13. Les surfaces de Picard considérées comme des surfaces qui admettent un 
groupe de transformations en elles-mémes. 

D’après notre construction des surfaces de Picard F, (n. rr) les propriétés 
des involutions /, appartenant à une surface de Jacobi (propriétés que nous 
avons indiquées par a), b) au n. ro) se traduisent en les propriétés suivantes. 

Toute surface P; hyperelliptique de rang 1, admet deux séries o? de trans- 
formations birationnelles en elles-mémes, qui seront désignées comme des transforma- 
tions de premiere et de seconde espéce. Les transformations de premiere espece 
sont périodiques d'ordre 2; celles de seconde forment un groupe continu de 
transformations permutables. 

D'ailleurs, étant donnée la représentation paramétrique de 7, par les inté- 
grales U, V, les transformations de première et de seconde espèce de F, en 


elle-méme, résultent définies par les formules 


1 Il est essentiel de remarquer que, d'après les nn. 2, 3, le diviseur A et le rang » de F 
résultent en effet A=1, r=I, et cela parce qu'en ces définitions on se rapporte toujours à 
des périodes primitives. Il n'en serait pas ainsi si l'on se rapportait aux périodes 

I o I h 


ORT Tol: 
car on aurait alors 


n2 
lc 


Mais ces périodes ne sont pas primitives puisque les intégrales correspondantes admettent les 


pee : ; I ae 
périodes simultanées (5 9) (^ ,) 
€ 
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U' + U=const. 

V'+ V=const. 
et respectivement 

U'— U — const. 

V' — V = const. 


de méme que dans le cas de la surface de Jacobi (n. 8). 

Or M. Picarp a établi le théorème suivant: 

Toute surface algébrique qui admet un groupe continu permutable o de trans- 
formations birationnelles en elle-méme, opérant sur les points de la surface d'une 
manière transitive, est une surface hyperelliptique de rang 1 ou une dégénérescence 
(surfaces rationnelles ou réglées elliptiques). 

C'est méme à cause de ce théoréme qu'on a donné aux surfaces en question 
le nom de surfaces de Picard. 

L’enonce qui precede ne differe de celui de M. Picard que par l'introduction 
du mot »rang», d'aprés la definition du n. 3. 


14. Sur les conditions pour qu'une surface soit hyperelliptique de rang 1. 
Théorème de M. Picard. 

Les surfaces de Picard 7, jouissent des propriétés suivantes: 

a) ll y a deux intégrales simples de première espèce attachées à /,;; nous 
les avons désignées par U, V. 


b) Il y a une intégrale double de première espèce 


Sfaudy, 


c'est-à-dire que le genre de 7, est 


pg — 1. 


En désignant par m l’ordre de F, il y aura done une surface adjointe q,, 4 
d'ordre m — 4. 

c) La surface ÿ»_4 adjointe a F, coupe celle-ci, hors de la courbe double, 
suivant des cowrbes exceptionnelles, qui peuvent manquer, et que l'on peut toujours 
faire disparaitre par une transformation de la surface. 

Outre que par le raisonnement analytique de M. Picard, la propriété c) peut 
étre justifiée géométriquement de la facon suivante. On remarquera d'abord 
qu'elle subsiste pour la surface de Jacobi F(0 = 1r): en effet en se rapportant au 
modèle défini au n. 5, l'adjointe y,, , coupera F suivant la ligne exceptionnelle 
qui correspond à la g; de la courbe de genre deux, dont F représente les couples. 
Mais. d'aprés la construction du n. rr, la méme propriété subsistera pour toute 


F,, quel que soit 9; en effet à une courbe non exceptionnelle découpée sur 7; par 
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son adjointe, répondrait une courbe analogue sur la surface de Jacobi, qui est une 
transformée rationnelle de 7;.! 

Or c'est une circonstance de la plus haute importance que les propriétés 
a), b), c) des surfaces F', suffisent à caractériser la famille de ces surfaces. On a 
en effet le théorème de M. Picard que nous énoncerons sous la forme suivante: 

Toute surface d'ordre m et de genre p, — x, qui possède deux intégrales simples 
de première espèce et qui n'est pas découpée par son adjointe d'ordre m — 4 en déhors 
des courbes exceptionnelles, est une surface hyperelliptique de rang 1. 

M. Picard a établi ce théoréme en 1885; il est revenu sur le méme sujet 
en 1889 et enfin en 1906 dans le »Traite» écrit en collaboration avec M. Sumarr.® 

La dernière démonstration du théorème est particulièrement simple et il 
suffira de la rappeler ici dans ses grandes lignes; on aura ainsi l'occasion de 
mettre en lumiére explicitement comment les surfaces hyperelliptiques définies 
par les propriétés a), b), c) peuvent avoir un diviseur d > r. 

En supposant que la surface donnée posséde deux intégrales simples de 
première espèce U, V, celles-ci auront 4 couples de périodes. Effectuons sur 
ces périodes une substitution linéaire convenable à coefficients entiers, substitution 
dont le déterminant 6 sera >1, et ajoutons une transformation linéaire sur les 
intégrales, de facon à ramener les périodes de U, V au tableau 


x0 OF It 
Gu TND ye 


Ce tableau correspond à une surface de Jacobi F, que l’on peut supposer dépourvue 
de courbes exceptionnelles; et il est aisé de reconnaitre que la, surface donnée 
F, est une transformée rationnelle de #. F,se trouve représentée ainsi sur la 
surface F comptée 0 fois, sans points de diramation. 

Il en résulte (Remarque au n. 12) que F, est une surface hyperelliptique 
de rang ı et de diviseur 0. 

Il est à remarquer que la condition c) que nous avons énoncée parmi les 
propriétés caractéristiques de #,, joue un rôle essentiel; si on la laisse tomber, 
F, sera encore représentée sur la surface de Jacobi # comptée 0 fois, mais on 
trouvera sur F une courbe de diramation (qui résultera elliptique) à laquelle 
correspondra une courbe non exceptionnelle découpée sur F, par son adjointe 


d'ordre m — 4. 


! Voir la note à p. 322. 
? Voir ce Traité, t. IL, p. 458—450. 
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En ce cas F, ne serait pas une surface hyperelliptique. Mais on peut 
démontrer qu'elle serait une surface elliptique, c’est-à-dire une surface douée 
d'un groupe elliptique x! de transformations en elle-même (ENRIQUES). 


15. Rappel de notions appartenant à la théorie des surfaces algébriques. 

Pour achever le tableau des propriétées des surfaces de Picard, il nous 
conviendra de rappeler quelques notions empruntées à la théorie géométrique des 
surfaces algebriques.! 

D'abord on définit pour toute surface les invariants désignés respectivement 
par Da, Pg, Pi(i— 2, 3...). pa désigne le genre numérique: p, le genre géométrique ; 
P; le genre d'ordre i(P, = pg) c'est-à-dire le nombre des courbes 7 fois canoniques 
linéairement indépendantes de la surface. 

On a ensuite à considérer le genre linéaire (virtuel) p™, c'est-à-dire une 
certaine expression arithmétique du genre des courbes canoniques; cette expression 
sera rapportée à Ja surface elle-méme si celle-ci ne renferme pas des courbes 
exceptionnelles; dans le cas contraire elle sera rapportée à une surface transformée 
dépourvue de courbes exceptionnelles; d’après MM. CASTELNUOVO et ENRIQUES 
cette transformée existe toujours, si la surface donnée n'appartient pas à la famille 
des réglées. 

L'ordre de la courbe canonique d'une surface n'est pas un invariant de 
celle-ci; mais si, étant p,—1, cet ordre est égal à zéro (en faisant toujours 
abstraetion des courbes exceptionnelles), cette propriété est invariant par rapport 
aux transformations birationnelles. 

En ce cas la surface jouit de propriétés remarquables. 

Rapportons-nous à une surface de Ja classe qui soit dépourvue de courbes 
exceptionnelles; soit m l'ordre de la surface et x le genre des sections planes; 
on a toujours 


M — 27 — 2. 


Sous une forme plus générale: Si l'on a sur cette surface un systeme linéaire 


|C| de courbes € de genre sr, celles-ci se coupent deux à deux en 
m — 27 —2 


points (c’est-à-dire que m est le degré du système). 
Mais on en a davantage: le groupe des m points communs a deux courbes 


C est un groupe canonique sur chacune de ces courbes. 


1 Voir les travaux de M. Nörner et de M. ExniQuES, ou la note expositive de MM. CasrELNvOYO 
et Exriques qui se trouve à la fin du »Traité des fonctions algébriques de deux variables» de 
MM. Picarp et Simarv. 
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C'est ce qu'on exprime en disant que la série caractéristique gm découpée 
sur une courbe C par les autres courbes du système, est la série canonique de C, 
ou une partie de celle-ci. Si le système |C| appartient à un système continu 
non linéaire, les courbes infiniment prochaines à C, contenues dans le système, 
coupent sur C des groupes de la méme série caractéristique; c'est de cette facon 
que M. Srvert définit la série caractéristique sur C, méme dans le cas où le sy- 
stéme linéaire |C| ait la dimension égal à zéro. 

Une surface de genre p, — r, dont la courbe canonique a l'ordre zéro, a le 
genre linéaire pt) — 1; elle ne renferme pas des courbes 7 fois canoniques, quel que 


soit 7, de sorte que: 


= 
1 
| 
H 


(CEST ME) 


Cette dernière propriété sert à definir la famille des surfaces de genre py — r 
dont la courbe canonique a l'ordre o; en effet on a le théorème suivant !: 
Toute surface dont les genres d'ordre 1 et 4 sont égaux à l'unité 


ee 
a une courbe canonique d'ordre o; le genre numérique de la surface est 
Pa =I OÙ Pu=—TI. 


16. Les surfaces de Picard caractérisées par leurs nombres invariants. 

D’aprés les notions que nous venons de rapporter, on peut transformer le 
théorème de M. Prcanp (n. 14) de la facon suivante: 

Rappelons d'abord que le nombre des intégrales de premiere espéce attachées 
à une surface, est p,— pa; c'est là un résultat connu auquel ont amené récemment 
les recherches établies par M. Picarp d'un côté, par MM. SEvERI, ENRIQUES et 
CASTELNUOVO de l'autre côté. 

Alors les conditions a), b), c) du n. r4 se traduiront par les égalités 


fuc 5 Doa 2, ——r. 


On aura done le théorème suivant (qui a été donné par M. ENRIQUES dans 
le Mémoire cité du Circolo di Palermo): 
Les conditions pour qu'une surface soit hyperelliptique de rang 1 sont exprimées 
par les égalités 
Pa=—1, Py—=P,=1. 
1 Cfr. Exriques, Rendie. del Circolo mat. di Palermo, 1905 e Rendie. Accademia di Bologna, 


Decembre 1906. 
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1%. Courbes appartenant à une surface de Picard: courbes rationnelles. 
On a la proposition suivante: 
Une surface de Picard ne saurait renfermer une courbe rationnelle qui ne soit 
pas exceptionnelle. 
Soit 
(ty; 2) — 0. 


une surface de Picard d’ordre m. 
Il y a deux intégrales simples de première espèce u,v et l'on a 


Bdx— Ady dy — pdt — Aidy. 
F'; F'; ; 


du = 


A, B, A,, D, désignent ici des polynomes liés par l'identité de M. NôrHEer 
A B, — A, B — F';.Q(v, y, 2), 


Q étant le polynome d'ordre m— 4 adjoint à Fy. 
Or si Fy renferme une courbe rationnelle Z, on a sur # 


Bdx—A dy=o, 
B,dx — A,dy — o, 
et par conséquent 


yp sin Ape 


Mais comme on peut supposer que Z n'ait aucune relation particulière avec 


les axes coordonnés, on en déduit 


O2) sm 08 


Or, en général, Q coupe P suivant une courbe composée de courbes excep- 
tionnelles et de la courbe canonique, qui, en ce cas est d'ordre zéro. D’apres la 
relation précédente on en déduit que # est une courbe exceptionnelle de Fy, ce 
qu'il fallait démontrer. 

Convention. — Dans la suite en raisonnant de courbes appartenant à une 
surface F, nous nous rapporterons toujours à des surfaces dépourvues de courbes 
exceptionnelles (n. 15); ces surfaces ne venfermeront donc pas des courbes rationnelles. 


18. Courbes elliptiques. 
La surface de Picard F, peut renfermer une courbe elliptique C; en ce cas C 
appartient à un faisceau elliptique de courbes analogues, et il y a sur Fy un second 


faisceau elliptique de courbes elliptiques. 
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Supposons que P, renferme une courbe elliptique C; si celle-ci appartient à 
une série continue, le degré de la série sera égal à zéro (m — 277 — 2); en consé- 
quence C ne saurait appartenir à une série qui ne soit pas un faisceau. 

Transformons C par les c? transformations de seconde espèce de P, (n. 13); 
comme C ne peut admettre que o! transformations birationnelles en elle-même, 
on aura o! courbes transformées de C, qui formeront un faisceau. 

Il y aura wne intégrale simple de premiére espèce attachée à F,, c'est-à- 
dire une combinaison linéaire Zu + «v des deux intégrales x, v, qui demeure 
constante le long des courbes du faisceau; on en déduit que le faisceau est 
elliptique. 

L'intégrale Au + «v aura deux périodes distinctes; d'après MM. Picarp et 
POINCARÉ, à côté de cette intégrale réductible, il y en aura une autre associée, 
à laquelle correspond un second faisceau elliptique de courbes elliptiques de 
niveau. 

Les deux faisceaux que nous venons de considérer, sont formés par les 
trajectoires de deux sous-groupes algébriques o! renfermés dans le groupe des 
transformations de seconde espèce de Fy. 

Remarque. On voit que la surface de PICARD correspondant à des modules 
généraux, ne renferme pas des courbes elliptiques. 

Parmi les surfaces de Jacobi renfermant des courbes elliptiques, il y a la 
surface particulière dont les points correspondent aux couples de points choisis 
sur deux courbes de genre un. Cette surface vient caractérisée par la propriété 
de renfermer deux faisceaux elliptiques de courbes elliptiques se coupant en un seul 


point. 


19. Si une surface de Picard renferme un faisceau irrationnel de courbes, le 
faisceau est elliptique et les courbes sont de méme elliptiques. 

On établit aisément que le faisceau est elliptique, en remarquant qu'il ne 
peut y avoir qu'wne intégrale qui demeure constante le long de ses courbes. 

On reconnait que ces courbes C sont de genre 7 — 1 d’après le n. 15, puisque 
le faisceau étant irrationnel ne peut avoir des points base (CASTELNUOVO-ENRIQUES), 


et par conséquent deux courbes € se coupent en m = 2;r — 2 — 0 points. 


30. Courbes de genre deux. 

Nous avons remarqué qu'une surface de Picard F, ne renferme pas en général 
des courbes elliptiques. Au contraire on consiruit sur Fy) des courbes de genre 
deux par le procédé suivant: 

Considérons sur PF, un système linéaire complet de courbes K de genre x: 
ce systeme | K]|. qui est l'adjoint de lui-même, aura la dimension 7 — 2 (théorème 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 17 mars 1909 39 
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de RiEMANnN-RocH pour la surface Fy); ainsi en imposant aux courbes K de 
posséder 4 —;r— 2 points doubles, on obtiendra un nombre fini de courbes de 
genre deux, renfermées dans le système |K |. 

Or toute courbe C de genre deux, appartenant à F et douée de h points doubles, 
est amenée par les oc? transformations de seconde espèce, en oo? courbes birationnellement 
identiques; nous allons prouver que ces courbes forment un système, que nous désig- 
nerons pas Nj4i, dont les éléments correspondent d'une facon biunivoque aux points 
de la surface Fy. 

Comme les points de F, correspondent biunivoquement aux transformations 
du groupe continu qui appartient à la surface (voir le n. 8), il suffira de 
prouver qu'il y a une seule transformation de seconde espéce amenant une courbe 
C en un'autre courbe du systeme 2,,,; cela revient à dire que: toute transfor- 
mation de seconde espèce de Fy qui laisse invariant la courbe C, se réduit à 
l'identité. 

Soit en effet 
ju'—u—À 


(7)) 





)—t 


une transformation de seconde espèce de Fy qui ramène en elle-même la courbe 
C. Il s'agit de prouver que 


Considérons sur C la série canonique g; et désignons par h, k les sommes 
des valeurs des intégrales «, v, aux points d'un couple de cette série; les points 
conjugués par rapport à la gj seront conjugués par rapport à la transformation 
de premiere espece: 

51 + Wh 
4 v+V=k. 


En multipliant les deux transformations on obtient une transformation de 
premiere espece: 
fut u—=A+h 


(ro) | y + D! — u T k. 


Or, d'apres le théorème d'Abel, si A, u étaient différents de zéro, les points 
de C conjugués par rapport à gu En m conjugués en une nouvelle gi, 
qui devrait ainsi exister sur C. Mais comme C renferme une seule série linéaire 
de seconde ordre, qui est la g} canonique, on en conclut que 
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Remarque. Nous venons de prouver que toute courbe de genre deux sur 
Fy, appartient à un systeme qui est transformé en lui-même par les x? trans- 
formations de seconde espèce, système birationnellement identique à la surface Fy. 

Il est aisé de reconnaitre que ce systeme est transformé en lui-méme par 
les 2* transformations de première espèce. Il suffit à cet effet de rappeler ce 
que nous avons déjà remarqué, que, étant donnée une courbe de genre deux, C, 
il y a une transformation de première espèce de 7, qui laisse invariant la courbe 
C, et par rapport à laquelle sont conjugués les couples de points de la g! de C. 


31. Systemes N appartenant à une surface de Jacobi. 

D’apres la construction du n. 5, une surface de Jacobi F, dont les points 
correspondent aux couples d'une courbe f de genre deux, irréductible, renferme 
toujours des courbes de genre deux irréductibles qui n'ont pas des points doubles 
(hors de la courbe double de F). 

En effet on obtient sur F une telle courbe, en considérant les c! couples 
qui ont un point fixe sur f. 

Soit C une courbe de genre deux irréductible et dépourvue de points doubles, 
tracée sur F. Il y a un systeme o? X(— X,) de courbes analogues, auquel C 
appartient (n. 20); les courbes € se coupent deux à deux en 2 points, (2 est le 
degré de X), et la série caractéristique, découpée sur une C par les courbes 
infiniment prochaines du méme systeme, est la g} canonique de € (n. 15). Comme 
cette série est complete, il s'ensuit que le systeme XY n'est pas renfermé en un 
systéme continu plus ample de courbes du méme ordre. 

Il est aisé d'évaluer le nombre des courbes C de XN qui passent par deux 
points de P; ce nombre, qu'on appelle l'indice de X, est égal à 2. 

En effet la surface F ne saurait pas renfermer un systéme de degré 2 et 
d'indice >2, sans étre rationnelle. 

C'est là une conséquence d'un théorème bien connu de MM. HUMBERT et 
CASTELNUOVO, que M. CASTELNUOVO a mis explicitement en lumiere.! 

En résumant les résultats obtenus, on aura le théoréme suivant: 

Toute surface de Jacobi, correspondant à une courbe de genre deux wréductible, 
renferme un système o? de courbes de genre deux irréductibles sans points doubles ; 
ce syslóme, qui est transformé en lui-même par les o? transformations de première 
et de seconde espèce. a le degré 2 et l'indice 2. 

Fait exception la surface de Jacobi particuliére renfermant deux faisceaux 
de courbes elliptiques qui se coupent en un point; c'est la surface correspondant 
au cas oü la courbe de genre deux se décompose en deux courbes elliptiques (n. 5). 


1 Atti della R. Ace. di Torino, 1893. 
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Remarque. Nous avons vu que, en considerant la surface de Jacobi F qui 
correspond point par couple à une courbe f de genre deux, on obtient sur F une 
courbe de genre deux représentant les couples de f qui renferment un méme point. 
On construit de cette facon o! courbes de genre deux qui ont un point fixe; eh 
bien, cette série o! de courbes sera contenue en une série complète o? qui 
constituera sur F un systeme X de degré et d’indice 2. 

Ainsi que nous le verrons dans la suite, le système X obtenu sur F, est le 
seul systeme de degré et d’indice 2 appartenant a PF, lorsque f a des modules 
généraux. Pour des modules particuliers il peut y avoir sur F plusieurs systèmes 
> doués des mêmes caractères. 


22. Il y a lieu maintenant de montrer que: 

L'existence d'un système o? N de courbes de genre deux, ayant aussi le degré 
et l'indice égaux à deux, est une propriété caractéristique de la surface de Jacobi. 

En effet si une surface F renferme un tel système X de courbes C, il est 
aisé de construire une courbe de genre deux qui correspond couple par point à #. 

Considérons les courbes C passant par un point fixe P de F, et choisissons 
en particulier une de ces courbes C. Toute C par P coupe C en un point hors 
de P, et par tout point de € passe une courbe C qui contient aussi P. 

Or par un point quelconque de F il passent deux courbes C renfermant P, 
qui coupent C, hors de P, en deux points; réciproquement étant donnés deux 
points sur C, ceux-ci détermineront avec P deux courbes C se coupant en un 
point de PF. 

De cette facon les points de F viennent correspondre aux couples de points 
de la courbe C, ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Il a été implicitement reconnu, en effectuant la construction 
précédente, que toute courbe C de 3 est birationnellement identique à la série 
Il des C, qui passent par un point P de FE. 

La correspondance point par couple entre F et I’ est établie de la facon 
suivante: deux courbes C de I’ se coupent hors de P en un point X ; réciproque- 
ment tout point X appartient à deux courbes C de I’. 


On sait que la variété 7’, de genre deux, renferme une série canonique gi; 


25 


1 


eh bien, les € de I’ qui forment un couple de cette g, sont les courbes C qui 
ont un contact en P. 

Ainsi la variété I” vient représentée sur le continuum rationnel constitué 
par les points infiniment prochains à P à compter deux fois; et il y a 6 points 
de diramation, c'est-à-dire que, parmi les o! couples de courbes C se touchant 


en P, il y en a 6 qui sont constitués par des courbes coincidantes, 
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33. Remarque concernant une certaine dualité. 


D’après une propriété générale établie au n. 20, un système N constitué 
par o? courbes de genre deux sur une surface P, est birationnellement identique 
à cette surface; cela signifie que si l'on représente les éléments (courbes) de X 
par une surface F', on pourra passer de F à F' par une transformation 
birationnelle. 

Nous allons étudier de plus prés la correspondance remarquable entre points 
et courbes que l'on obtient ainsi, lorsque, F étant une surface de Jacobi, on 
considère le système X de degré et d'indice 2, que nous venons de définir. 

On a par construction qu'à tout point de F’ correspond sur F une courbe 
C de XN et réciproquement. Mais si l'on considère les o! courbes C issues par 
un point P de F, on aura qu'à ces courbes répondent des points décrivant sur 
F' une courbe C' que l'on regardera comme homologue au point P. Or les »° 
courbes définies ainsi sur F', formeront un certain systeme ZX’, et l'on voit de 
suite que le degré de 2’ est l'indice de X et l'indice de 3' est le degré de X; par 
conséquent ces nombres sont égaux à 2. Il s'ensuit (n. 15) que le genre des 
courbes C' est aussi égal à 2; c'est ce qu'on peut reconnaître aisément d'une facon 
directe, parce que la série des courbes C issues par un point P de F, est biration- 
nellement identique à une courbe quelconque C de la méme série. (Remarque 
alu 2135225) 

Le système Y' de F' étant parfaitement analogue au systeme X de F, 
ces remarques nous amènent à établir une sorte de principe de dualité liant les 
propriétés des surfaces PF, F', ou si l'on aime mieux, liant les propriétés de la 
surface F et de la variété X. 

Cette dualité consiste en ce qu'à toute propriété de F répond une propriété 
correlative ot l'on remplace les points par les courbes d'un systéme X de degré 
et d'indice 2, et réciproquement. 


24. Autres remarques concernant les courbes de genre deux sur une surface 
de Jacobi. 

Nous avons remarqué qu'une surface de Jacobi F renferme un systeme oo” S 
de courbes € de genre deux, sans points doubles. Hors de XN il y aura d'autres 
courbes K de genre deux; nous allons montrer que AK doit couper les courbes € 
de X en plus que deux points. C'est dire qu'on a le théoréme suivant: 

Toute courbe K de genre deux coupant les courbes C d'un système XN en deux 
points, appartient à ce système. 

Pour le démontrer remarquons d'abord que K ne saurait toucher toutes les 
c? courbes C, car il s'ensuivrait que les ac! C issues par un point de X n'auraient 


pas des intersections variables. 
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Ceci posé, considérons une série @!7' de C passant par un point P de K 
et ne touchant pas X. 

Si X n'appartient pas à la série /', pour tout point M variable sur X il y 
a deux C de la série £N; réciproquement toute courbe C de I’ coupe K en un 
point variable. Ainsi on obtient une correspondance [r, 2] entre la courbe K et 
la série algébrique c! /'. Mais la série /" a le genre deux (puisqu'elle correspond 
élément par élément à une courbe C de I’); ainsi la conclusion obtenue vient 
contredire un théoréme connu de WEBER, d'aprés lequel, étant données deux 
variétés algébriques o! de genre deux (ou de genre supérieur à deux) toute 
transformation entre elles qui soit rationnelle dans un sens, est rationnelle aussi 
daus le sens inverse. 

Cette contradiction prouve que la courbe A appartient à la série I des 
courbes C’, c'est-à-dire qu'elle est une courbe C; ce qu'il fallait démontrer. 


25. Systeme I, appartenant à une surface de Picard Fy. 
E 1 
Considérons maintenant une surface #, (de diviseur 0 > 1) comme représen- 
tant une involution eyclique /,, qui appartient à une surface de Jacobi F (n. 11). 


> 


Il y a sur F un système o? Y constitué par des courbes € de genre deux 
sans points doubles; cherchons les caractères des courbes qui correspondent aux 
C sur Fy. D'abord ce seront des courbes de genre deux; mais il est aisé de 
reconnaitre qu'elles aurons 0—-1 points doubles. 

En effet à une C sont conjuguées, par rapport à J), 0 — 1 courbes du méme 
système X, qui coupent la C donnée en d— 1 couples; à chacune de celles-ci 
correspond un point double de la courbe homologue à C sur F,, courbe que 
nous designerons par C,. 

Or les ~? courbes C, que l'on construit analoguement sur Fy, formeront un 
systeme N, qui (d’après un théorème de M. ENRIQUES) sera renfermé, en un 
système o?^*! de courbes du même ordre et, de genre à + 1, systeme constitué 
par o? systémes linéaires dont le degré sera égal à 20 (n. 15). 

Evaluons les caractéres du systeme X). 

D’abord son degré, c’est-à-dire le nombre des points communs à deux 
courbes Cy, sera égal à 20. 

L'indice de Y, est aussi 20. En effet considérons deux points À, B de Fy; 
à ceux-ci correspondent sur / deux groupes de points 4,,.4,, ... 45, B,, B.,... By 
et il y a 20° courbes C renfermant un point A, (s— r, 2,...) et un point 
Bı(t=1,2,...); mais ces 20? courbes C se partagent en 20 groupes, chaque 
groupe étant constitué par 0€ conjuguées par rapport à l'involution 75: il s'ensuit 
quil y a sur Fy 20 courbes Cy passant par A et B. 
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En résumant, toute surface de Picard, de diviseur 0, renferme un système c? N, 
de courbes de genre deux irréductibles doutes de à — x points doubles, système dont 
le degré et Vindice sont égaux à 20. 

Fait exception le cas des surfaces F, renfermant deux faisceaux de courbes 
elliptiques qui se coupent en 0 points; en ce cas F représente une involution J, 
sur une surface de Jacobi particuliére (admettant deux faisceaux de courbes 
elliptiques unisécantes) de sorte que les courbes du système N, dégénèrent en des 
couples de courbes elliptiques choisies dans les deux faisceaux. 

Remarque. Néanmoins, même en ce cas, le système #°+! de courbes de 
genre à +1 qui renferme N,, est composé par des courbes généralement irréductibles. 


26. Courbes de genre quelconque appartenant à une surface de Jacobi de 
modules généraux. 

Nous avons reconnu que toute surface de Jacobi générale P, renferme un 
systeme continu «* de courbes de genre deux sans points doubles; ce système, 
que nous avons appelé X, a le degré et l'indice égaux à 2. 

Or les groupes de #(> 1) courbes C de XN seront renfermés en un système 
continu o"*! de courbes irréductibles, systeme qu'on pourra désigner par [nC] 
et que l'on appellera multiple de * —(C] suivant le nombre n. 

Le systeme [n C] sera aussi transformé en lui-même par les transformations 
de première et de seconde espèce de la surface; il sera constitué de c? systèmes 
linéaires |» C| de genre »? + 1, de degré 2»? et de dimension n?— r. 

Remarque. Il est intéressant pour la suite de montrer que: tout système 
|r | est invariant vis-à-vis des transformations cycliques de seconde espèce, d'ordre 
n, de la surface F . 

C'est ce qu'on prouve de la manière suivante: soit 7 une transformation de 
seconde espèce, périodique d'ordre n; toute courbe C de X est amenée par ır, 
en n—rz courbes homologues, qui avec la première forment un certain groupe 
nC; on obtient ainsi c? groupes, invariant vis-à-vis de ;r, et dont deux quel- 
conque n'appartiennent pas au méme systéme linéaire; ces groupes définissent 
done les ©? systèmes linéaires complets |» C| de la série [nC], et l'on voit ainsi 
que tous ces systèmes |? C| sont invariant par rapport à x, Cee 18h D’ 

Sans nous arrêter davantage sur cette remarque, rappelons que l'on a le 
théoréme suivant: 

Les modules de la surface F ayant des valeurs générales, toute courbe apyar- 
tenant à F est renfermée en un système [nC] de courbes du méme ordre. 

C'est là une conséquence immédiate d'un théorème établi par M. Severt.' 


! Memorie della R. Accademia della Science di Torino, t. 54, s. II, 1903, n® 23. 
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Ainsi que nous lexpliquerons tout à l'heure cette propriété correspond aussi à 
un fait connu de la théorie des fonctions abeliennes. 

Il en découle en particulier que la surface de Jacobi ne renferme en général 
qu'un seul système de courbes de genre deux sans points doubles. 


D i» 


27. Courbes de genre quelconque appartenant à une surface de Picard de 
modules généraux. 

Nous nous proposons d'étendre le théoréme rappelé ci-dessus aux surfaces 
F, de diviseur 0 > r. 

Nous savons que Fy renferme c? courbes C, de genre deux, qui sont conte- 
nues dans un système continu o?*![C,] de genre 0 + 1 et de degré 20, constitué 
par c? systèmes linéaires. 

Nous voulons établr le théoréme suivant: 

Toute courbe appartenant à une surface F, de modules généraux, est renfermée 
en un système [nCy| de courbes du méme ordre, c'est-à-dire en un systeme multiple 
de [Cy] suivant un certain nombre n choisi d'une facon convenable. 

Nous considererons F, comme représentant une involution cyclique /, sur 
une surface de Jacobi P de modules généraux (n. 11). Les C; de F, correspondent 
aux courbes C engendrant le systeme X de F. 

Soit AK une courbe quelconque de F, et |K| le systeme linéaire complet 
auquel elle appartient. 

A |K| correspond sur F un systeme linéaire | K'], qui sera contenu totale- 
ment dans le systéme continu [sC], pour une certaine valeur de s; cette valeur 


a la signification suivante: /e degré de | K | est 


28^ 
Ó 


I] faut remarquer que |A'| ne sera pas un systeme linéaire complet; en 
effet les courbes A’ satisfont à la condition d’être transformées en elles-mêmes 
par la transformation cyclique de seconde espèce ;r, qui engendre l'involution J); 
en laissant tomber cette condition on trouvera un systéme linéaire plus ample 
|sC| renfermant | &'|. La seule chose qu'on peut affirmer, c'est que | A'| est un 
systeme linéaire complet par rapport à Vinvolution I), c'est-à-dire qu'il n'y a pas 
en |sC| un systeme lineaire plus ample de | K'| qui soit transformé en lui-même 
par ;r et renferme | K'|. 

Ceci posé, considérons une transformation périodique de seconde espèce, c, 
d'ordre s, engendrant une involution cyclique; on peut supposer que © soit 
choisie de telle facon qu'il n'y ait pas des puissances communes à 7, o. 
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Or nous savons que c transforme en lui-même notre système linéaire complet 
|sC| ainsi que tout autre système de la serie ©” constituant [sC] (n. 26); en 
outre « transforme en elle-même l'involution J); par conséquent w transformera 
en lui-même le système linéaire | K'| qui, étant renfermé en |sC| est complet 
par rapport à 7;. 

Passons à la surface Fy. La transformation w de F étant permutable avec 
a, donne lieu à une transformation de seconde espéce w périodique d'ordre s, 
sur F5; le système linéaire | A| vient transformé en lui-même par o. 

On en déduit quil y a en | K| des courbes unies par rapport à c, se par- 
tageant en un certain nombre de systémes linéaires; nous considérerons un de 
ces systèmes | K|. de dimension > o. 

Soit /, l'involution cyclique d'ordre s engendrée par w sur 7, et soit Fy, la 
surface hyperelliptique (ayant un certain diviseur A) qui représente 7,. 

Au systeme |K| de F, correspond sur Z; un système linéaire de courbes 
dont le degré s'obtient de celui de | K| en le divisant par s; le degré du systéme 
obtenu sur F est donc 


Or ce degré doit étre un nombre entier pair (voir n. r5), par conséquent s 
est divisible par 0. 
En posant 


send 


on aura done sur F, que | &'| appartient à [ndC], et sur Fy que | K | appartient 
totalement à | C;], EC LO dh, ID 


28. Rapprochement entre les résultats qui précèdent et la théorie des séries ©. 
Représentation des courbes tracées sur une surface de Jacobi. 

Il y a lieu de rapprocher les résultats que nous venons d'établir, à quelques 
théorémes connus de la théorie des fonctions abéliennes. ; 

Nous commençons à rappeler les notions suivantes sur les séries €) et sur 
les fonctions intermédiaires. 

Soit un systéme de périodes normales 


(1) ls 


satisfaisant à l'inégalité classique g,g', > hi, q,, A, g',, étant les parties imaginaires 


des périodes g, h, g'. 


Acta mathematica. 32. lmprimé le 19 mars 1909 40 
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On suppose ordinairement que g,, et par conséquent g', , soient positifs, ce qu'on 
peut toujours obtenir en changeant au besoin les signes de g, h, g' simultanément. 
Une fonction théta relative au tableau (1), est définie par les conditions 
fonctionnelles 
T I, v) — G(u, v + 1) — O(u,v) 
O(ut+g,v+h) —O(u,v)e iut 
| Olu+h,v+g)= O(u,v)e ite 


' constantes données). 


(Lentier; v, » 

Les conditions d'existence d'une telle fonction reviennent aux conditions de 
convergence de la série qu'on obtient en développant € par la formule de Fourier. 
On trouve ainsi qu'il doit être g,g', » ^; et que le nombre entier / doit avoir le 
signe de g,, c'est-à-dire, dans notre hypothèse, que / > o. 

Le nombre / est l’ordre de la fonction ©. 

Les exponentielles 

e2rilutv  e2ailotr 

sont les multiplicateurs de ©. 

On trouve aisément que les fonctions © aux mêmes multiplicateurs (c'est- 
a-dire rélatives aux mêmes valeurs des constantes v, »'), peuvent s'exprimer par 
des combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants, de /? d'entre elles. 

On a aussi, d’après un théorème bien connu de M. Poincaré, que deux 
fonctions © d'ordres /, /' ont 2// zéros communs, incongrus par rapport aux 
périodes. 

Les fonctions © peuvent être généralisées en introduisant des fonctions que 
(d’après une dénomination de Brior et Bouquer) MM. Porncar® et HUMBERT 
ont appelées fonctions intermédiaires. 

Il s'agit des fonctions se reproduisant par laddition d'une des périodes 
1,0; 0,1; g, h; h,g', à un multiplicateur prés, qui est une exponentielle de 
première degré e^wtuvtvi 

En multipliant une fonction intermédiaire par une exponentielle de seconde 
degré ett+buu+e#+dutfr, on peut disposer des constantes a, b, ... de facon que 
la nouvelle fonction ~(u,v) vérifie les relations 


bey +1, v)=(u,v), (u,v +1)=Yl(u,v) ed“ 
(3) dp(u +g,v+h)=qpu,ve “tuer 
Guth, ü+g)=qiu,v)e"ttrwvrw 


les 0, 4, u, v, A, u',»' étant des constantes. 


* Voir surtout: Poixcaré, American Journal, t. VII, p. 316; Acta math., t. 26, p. 81; Hun- 
Bert, Journal de Math. s. V, t. V (1899); t. VI (1900), ete. 


Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 315 


Pour que ces équations soient compatibles, il faut qu'il existe entre g, h, g' 
une relation de la forme 


(4) Ag+ Bh + Cg + D(h?—gg') + E=o, 


les A, B, C, D, E étant des entiers — premiers entre eux — dépendant des 
constantes 0, 2, u, 4, uw. 

Les relations de la forme (4) entre les périodes g, h. g', ont été l’objets 
de recherches remarquables de M. HUMBERT et dans la suite nous aurons à les 
considerer par rapport aux transformations birationnelles d’une surface de Jacobi 
en elle-méme. . 

Nous distinguerons ces relations d'autres relations singuliéres (à coefficients 
entiers) qu'on peut avoir entre les périodes, en les appelant relations de Humbert. 

En exprimant les constantes 0, 2, u, 4, w', en fonction des entiers A, B, C, 
D, E on a les conditions 


frees x, 2) maro), lu, 0 + 1) plume trip 
(5) | p(w + g, 0+ h) — plup)e rite (C-Dakois 
beats JE h, v + q') ER p(u,v) e-2ilAku+(l+Bk+Dkh)vl+ 


ou /, k sont deux entiers que M. HUMBERT appelle les indices de la fonction q. 
Lorsque k — o, on tombe sur les fonctions © d'ordre 1. 
Si les périodes g, h, g' sont arbitraires, de sorte que la relation (4) soit une 








identité (4 — B—C-—D-E--o), la p se réduit de méme à une fonction © 
d'ordre /, c'est-à-dire que les fonctions intermédiaires n’existent que pour des valeurs 
particulieres des périodes. 

Les conditions d'existence des fonctions intermédiaires correspondant à une 
relation de Humbert; le nombre des fonctions linéairement indépendantes qu'on 
trouve dans un systéme de fonctions y aux mémes multiplicateurs; et enfin le 
nombre des zéros communs à deux fonctions y répondant à une méme relation 
singulière, ont été donnés par M. HUMBERT dans ses mémoires sur les fonctions 
abéliennes, auxquelles nous renverrons.! 

Ces notions rappelées, nous allons nous occuper de la représentation des 
courbes tracées sur une surface de Jacobi, représentation que l'on obtient au 
moyens des fonctions © ou des fonctions intermédiaires. 

Soit F la surface de Jacobi relative au tableau (1) et w, v les intégrales 
normales de première espèce attachées à PF. Si entre les paramètres u,v on pose 
l'équation 


! Voir en particulier le mémoire dans le Journal de Math., 1900, p. 313. 


316 Federigo Enriques et Francesco Severi. 
O(u,v) — 0, 


la © étant d'ordre / et de multiplicateurs donnés, on obtient une courbe algébri- 
que appartenant à un système linéaire o^—!, car entre les O(u,v) il y en a P? 
linéairement indépendantes. Ce système linéaire à son tour, est contenu totalement 
dans un système continu de c? systèmes linéaires analogues, qui sont représentés 
par l'équation 

C (wu + À, v 4 u) —0, 


renfermant deux paramètres À, «. On remarquera que le premier membre de 
cette équation est encore une fonction théta de w, v; mais elle a des multiplicateurs 
différents de ceux qui appartiennent à 6(w,v). 

Le degré du systéme continu envisagé, est égal au nombre des zéros communs 
à deux fonctions © d'ordre /, c'est-à-dire à 2/7. En se rappelant la relation 
entre le genre et le degré d'un systeme continu tracé sur F (n. 15), on trouve 
que le genre de notre systéme est 


gae ab ec 
En particulier, lorsque /— r, le système continu représenté par l'équation 


O(u -- À,v-- u)-o 


e 


la dimension, le degré, Je genre égaux à 2, c'est-à-dire qu'il est un systéme 
(ner) 


tz 


'omme entre les fonctions thé ordre / et de multiplicateurs nés, 1 
Com tre les fonctions théta d'ordre / et d Itiplicat donnes, il 
y a aussi la puissance /”* d'une fonction théta de premier ordre ayant des 
multiplicateurs convenables, on en conclut que: 


Le systeme continu donné par l'équation 
O(w + À, v + u) —o, 


où la ©, d'ordre |, renferme l? paramètres linéaires et homogènes, est le multiple 
d'ordre | du système > formé par les courbes de zéro des fonctions théta de premier 
ordre. 

Si l'on ajoute que, pour g, h, g' arbitraires, toute courbe tracée sur F 
s’obtient en égalant à zéro une fonction théta,! on tombe de nouveau sur la 
conclusion déjà établie au n. 26 que: Sur une surface de Jacobi à modules généraux 
il my a d'autres courbes algébriques que celles d’un systeme > (déterminé d'une 
facon unique) et de ses multiples. 


! Humbert, Journal de Math., 1895, p. 371. 
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Lorsque — pour des valeurs particulières des modules y, A, g’ — on trouve 
sur la surface # plusieurs systèmes X différents entre eux, il est aisé de recon- 
naître que toute courbe d'un de ces systèmes, peut être représentée en égalant 
à zéro une fonction €, pourvu que l'on choisisse convenablement les intégrales 
normales u,v. Il nous sera permis d'omettre la démonstration de ce fait dont 
nous n'aurons pas besoin dans la suite. 

Supposons maintenant qu'on ait fixé le choix des intégrales normales w, v 
et quil s'agisse d'une surface F à modules particuliers. En égalant à zéro une 
fonction ©, on aura une courbe appartenant à un système déterminé X —[C] ou 
à son multiple d'ordre J, [1C]. 

Toute autre courbe L de F sera représentée en égalant à zéro une fonction 
intermédiaire, soit p(u,v) — o. 

C'est là un théorème fondamental de M. ArPELL! qui explique le rôle des 
fonctions intermédiaires dans l'étude des surfaces de Jacobi à modules particuliers. 

On peut ajouter que, si la relation de HUMBERT correspondant à la fonc- 
tion ~, d'indices /, k, est 


Ag+ Bh + Cg! + D(h? — 99) + E —o, 
le système linéaire complet | Z| a la dimension 
r=Ù® + Bkl+ (AC+ DE)E* —r, 


le degré 2r--2, le genre 7 + 2, et la courbe L coupe en 2/ + Bk points toute 
courbe C de X. 

Le systeme |Z| appartient à une série continue c? de systeme linéaires 
analogues p(u+4,v+u)=0. 


29. Représentation des courbes tracées sur une surface F5. 


Soit 
| i @ @ ie 
(1) I 
| 0 4 h g 


le tableau .des périodes primitives des intégrales normales u, v attachées à une 
surface F, de rang / et diviseur à quelconque. 

On peut construire aisément des fonctions satisfaisant non seulement aux 
relations générales (2), du n. 28, mais aussi aux relations particulières 


O(u+1,v)=9 v. v+ | = O(u,v) 


1 Appetit, Journal de Math., 1891, p. 195; Humgerr, ibidem, 1893, p. 42—43. 
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de sorte que les quatre paires de périodes relatives à ces fonctions soient 
données par le tableau (r). 

Nous appelerons ©, les fonctions © satisfaisant à cette condition. On obtient 
en particulier une fonction ©, en considerant le produit 


Oy (1, v) ou, J(u, v + 3 v. v +5) 009 (x. vd rs 


où O(u,v) est une fonction théta relative au tableau 


(2) {3 On gut 


Qoo LUE 


Si la fonction ©(u,v) est d'ordre /,, la ©, (u,v) est évidemment d'ordre /—0d1,,. 
Reciproquement, on peut demontrer que toute fonction théta verifiant les relations 


low + 1, » = eu. 0+ 5) =O(w2) 
(3) )O(u + g,v +h) =Olu,v)erilutr 
lov +h,v+g)=Oluv)e ltr 


est d'ordre | multiple de à. 
En effet la derniere de ces relations donne 


/ JAN 
—2 a ilv—2ai-+9 
ó 


I I 
(^ À = ! Es ! H = 
o(u +h,v+ jt 7| 9 [u. v + je 
d’où, en vertu de la condition 


Olu, © jl Ov); 


on tire 


- aL 
—2 x ilo—2ais +" 
c B 


O\ut+h,v+ à + j| = O (wu + h,v-Fg) —O(u,v)e 
Il faudra done qu'il soit 


; Dux aun (a ; 
e °—=1, c’est-à-dire: j^ entier. 
€ 


On trouve aisément, par le méme procédé qu'on emploie dans le cas des 
fonctions €) générales, que les fonctions 9, — les v, »' étant des constantes données 
— peuvent s'exprimer par des combinaisons linéaires à coefficients constants 


2 


de : d'entre elles. 
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Deux fonctions 6), d'ordres 1, / ont 21! zéros communs incongrus par rapport 
I 


au tableau (2), tandis qu'elles ont seulement zéros incongrus par rapport au 


2ll 
Ó 


; : : n 2ll 
tableau (1), car les zéros incongrus par rapport à (2) se distribuent en j 
( 


! 
groupes 


de 0 zéros congrus par rapport à (r). 
Ceci posé, remarquons qu'au moyen de la correspondance [1, à] entre la 
surface F', et la surface de Jacobi F relative au tableau (2), à une courbe C 


O(u,v) = 0 
d'un systeme XN tracé sur F, répond sur F, la courbe C, 


O(u,v) Olu, DES sl E eu. D + Pret =0 

Ó Ö 
appartenant au systeme 2; homologue de X (n. 25). 

Lorsque on ne regarde pas comme distincts deux zéros de @(u,v) incongrus 
par rapport à (2), mais congrus par rapport à (1), on peut aussi représenter la 
courbe Cy avec la méme équation O(u,v) =o, qui représente la courbe correspon- 
dante C. 

Il s'ensuit que sur la surface Fy les courbes de zéro des fonctions théta du 
premier ordre, rélatives au tableau (2), sont de courbes C, d’un système N,. 

Un systeme linéaire complet |C,;| est donné par l'équation 


(4) O5(u,v) = o, 


€, étant une fonction d'ordre minimum 0 satisfaisant aux conditions (3) pour 

; 05 ; he 
des valeurs données des constantes v, 7’. Cette fonction renferme j 
€ 


linéaires et homogènes, de sorte que le système |C,;| a la dimension ó— r. Le 


— 0 paramètres 


2 


20 € 
degré de ce système est = 20, le genre x =0 + 1 (n. 15). 
E ( 


Au varier des multiplicateurs de la fonction ©, on obtient toute courbe 


C, de Sy, c’est-à-dire que ce systeme est donné par l'équation 


Os(uts,u+ u) 90. 


— 
Un 
— 


Si la fonction ©, envisagée a l'ordre / — /,0, on voit aisément que l'équation 
(4) donne un système linéaire |/,C;| et que l'équation (5) donne le système continu 
complet [/,C]. 

Ce que nous avons dit des fonctions théta peut se répéter aussi pour les 


fonetions intermédiaires. 
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Une fonction intermédiaire ys(u,v) définie par rapport au tableau (2), c’est- 
a-dire satisfaisant aux conditions (5) du n. 28, pourra étre regardés comme une 
fonction intermédiaire relative au tableau (1), lorsqu'on aura 

T —22iDku 
fot. v ts = py(u, v)eT? 5 


On obtient p. ex. une fonction intermediaire de cette espéce en considérant 
le produit 


I Ó— I 
plu, opns o ; ELE à a 


y(u,v) étant une fonction intermédiaire relative au tableau (1); et l’on déduit 
aisément la theorie des fonctions yy) de celle des fonctions gy étudiées par M. 
HUMBERT. 

Le théorème de M. Appetit nous dit actuellement que toute courbe algébrique 
tracée sur F, peut êlre représentée en égalant à zero une fonction qs. 

Lorsque les modules g, h, g' de la surface Fy ou de la surface de Jacobi 
attachée à PF, sont généraux, toute fonction 4, se réduit à une fonction Oy. 

Or, d’après la remarque que toute fonction 9, a un ordre multiple de 0 on 
retrouve ainsi le résultat établi au n. 27, que sur une surface Fy à modules 
généraux il n'y a d'autres courbes algébriques que celles d'un systeme [ C5] bien 
détérminé et de ses multiples. 


30. Surfaces de Picard d'ordre minimum dépourvues de courbes exceptionnelles. 

Les quelques remarques que nous venons d'établir par des voies différentes 
aux n. 26, 27 et 28, 29, nous aménent à construire des types, projectivement 
définis, des surfaces de Picard; et ce sera un résultat remarquable que, en excep- 
tant des modules particuliers, on obtiendra ainsi, pour chaque valeur du diviseur 
0, les surfaces de Picard d'ordre minimum, parmi celles qui ne renferment pas 
des courbes exceptionnelles. 

Nous avons reconnu qu'à toute surface de Picard F, appartient un systeme 
N, renfermé en un systeme »°+! de courbes (généralement irrréductibles) de 
genre Ô +1; et nous avons ajouté que le systeme »°+! est constitué par o? 
systemes linéaires. 

Considérons un queleonque |Cy| parmi ces systèmes linéaires ~*~! de genre 
0 + x et de degré 20. 

En supposant 0 >3(0—x1>3) on pourra transformer 7, de facon que les 
courbes du systéme considéré deviennent des sections planes cu hyperplanes de 


la surface; on obtiendra ainsi une surface Fy d'ordre 20 appartenant à un espace 
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S51 de dimension à — 1 et celte surface ne renfermera pas des courbes exceptionnelles, 
puisque le systéme linéaire qui nous a fourni la transformation n’a pas de 
points base. 

Ajoutons, sans appuyer sur les details, qu'il est aisé de reconnaître que 
notre surface d'ordre 20 ne saurait se réduire à une surface d'ordre à comptée 
deux fois. 

Faisons maintenant 0 — 35, 2. Il suffira alors de considérer le double d'un 
système linéaire |C,| c'est-à-dire | 2€; |. 

Ce systéme est de genre 


O+r+0+1+20—1=40+1, 
de degre 
80 
et de dimension 
40 — r. 


On obtient done des surfaces de Picard F,, F, d'ordre 16, 24, qui appartiennent 
respectivement à un espace S,, S,,, et qui sont dépourvues de courbes exceptionnelles. 

Pour ó— 71 la dimension de |2C'| est 3; il semble done qu'on sera amené à 
une surface de Jacobi d'ordre 8 sans courbes exceptionnelles. Mais une cir- 
constance particulière se presente; les courbes du systeme transformant |2€ | 
passant par un point, renferment en conséquence un autre point, qui est conjugué 
au premier en une transformation de premiére espéce, bien définie par la condi- 
tion de laisser invariant le systeme |2€C |. 

Ainsi la surface d'ordre 8 que lon construit se réduit à une surface de 
quatrième ordre (de Kv wwER) comptée deux fois. 

Il faut done considérer un systeme linéaire | 3C| qui a le genre ro, le degré 
18 et la dimension 9. On en est amené à une surface de Jacobi d'ordre 18 en 
un espace S,, qui est dépourvue de courbes exceptionnelles. 

Il est bien entendu qu'en projetant les surfaces appartenant à des hyperespaees, _ 
que nous venons de construire, on obtiendra des surfaces de l'espace ordinaire, 
qui seront dépourvues de courbes exceptionnelles et aurons le méme ordre que 
les surfaces données, si l'on a projeté par des points extérieurs. 

En projetant par des points de la surface l'ordre en est abaissé, mais des 


courbes exceptionnelles prennent naissance. 


41 


Acta mathematica. 32. \mprimé le 20 mars 1909. 
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III. Classification des involutions appartenant à une surface de Jacobi. 


31. Invariants des involutions appartenant à une surface de Jacobi. 

D’apres les remarques développées dans Je n. 6, étant donnée une surface 
hyperelliptique ®, on peut toujours construire une surface de Jacobi P trans- 
formée rationnelle de ®; on aura entre ®, F une correspondance [r, 7], de telle 
sorte qu'aux points de © correspondront les groupes G, de n points d'une certaine 
involution J, sur F. La surface ® est une image de l'involution /„. Ainsi le 
probleme de determiner les familles, birationnellement distinctes, de surfaces 
hyperelliptiques, se trouve ramené à l’etude et à la classification des involutions 
appartenant a une surface de Jacobi F. 

Et nous supposerons toujours que F ne renferme pas des courbes exceptionnelles, 
puisque ces courbes, si elles existent, peuvent être éliminées par une transforma- 
tion de la surface. 

Ajoutons les remarques suivantes: 

I) Toute involution /, donnée sur F (soit toute surface — image de 7, — 
dont F est une transformée rationnelle) a le genre géométrique 


Dg SI: 


En effet, si Pon fait abstraction des courbes exceptionnelles, il ne peut pas 
exister sur ® des courbes canoniques d'ordre >o, car à une courbe canonique 
de devrait correspondre une courbe faisant parti d'une courbe canonique de F.! 

Cette remarque prouve méme davantage, c'est-à-dire que (en faisant toujours 
abstraction des courbes exceptionnelles) ne saurait renfermer des courbes 
plurieanoniques d'ordre >o, et par eonséquent, en désignant par P; ses genres 


d'ordre en 9 Ionas 
IPRS te 


2) Le genre numérique d'une involution appartenant à 7, ne saurait des- 


cendre au dessous de — r, soit 
Pa el 


En effet si l’on avait pa<—.1, la surface pourrait être ramenée biration- 
nellement à une réglée dont la section plane aurait le genre — pa; alors aux 
génératrices de celle-ci correspondraient sur F les courbes d'un faisceau irra- 
tionnel, de genre — p,>1; mais un tel faisceau ne saurait appartenir à une 
surface de Jacobi (n. r9). 





! Exriques, Ricerche di Geometria sulle superficie algebriche (Memorie dell' Acc. di Torino, 
s. III, t. 44, 1893). Cap. VI. — Voir aussi Servers, Rendiconti dell'Ist. Lombardo, s. II, t. 36, 1503. 
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Ces remarques nous amènent à établir une distinction des involutions qui 
peuvent appartenir à F, d’après les valeurs des caractères invariants. 

On pourra avoir des involutions irrégulières (c’est-à-dire des involutions 
représentées par des surfaces irrégulières) et des involutions régulières: nous 
désignerons en tous cas, par d(>o) l’irrégularité d’une involution appartenant 
à F, ou de la surface qui en est l'image; d sera done la différence p, — p, entre 
le genre géométrique et le genre numérique de à. 

Or trois cas seront possibles: 


Si d—2 les inégalités p,<1, p, —r, ne peuvent être satisfaites qu'en 
faisant 
DI 8 Pa = —I; 
et, comme il n'y a pas des courbes pluricanoniques d'ordre >o, on tombe sur 
des surfaces ® hyperelliptiques de rang 1; ainsi que nous l'avons remarqué ces 
surfaces représentent des involutions engendrées sur F par des transformations 
cycliques de 2% espèce (n. 12). 
Si d — 1, on peut supposer à priori 
pg — I, Pa — 0, 
ou 
dg =O; fa — — I; 
mais la premiére hypothése doit étre écartée parce qu'il n'existe pas des courbes 


canoniques d'ordre > 0;' on aura donc 
pg = 9; [dp ies 366 


On tombe alors sur des surfaces elliptiques, douées d'un groupe elliptique «! 
de transformations  birationnelles en elles-mémes;? parmi ces surfaces on 
pourra rencontrer des surfaces qui se raménent à des réglées elliptiques, et des 
surfaces irréductibles à des réglées; on peut distinguer les deux cas d'aprés la 


valeur du genre d'ordre 12, P,,; on a 
F0 (P, = P,=0) 


dans le premier cas; et P,,>0, et ici done P,, — 1, dans le second.’ 





! Cfr. Exriques »Intorno alle superficie algebriche di genere lineare p(D = 1» Atti Accad. 
di Bologna (9 Dec. 1906). 

2 Cfr. Exriques »Sulle superficie algebriche di genere ceometrico zero» Circolo Matematico 
di Palermo (5 Marzo 1905). 

* Ibidem. 
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Si enfin d=o, on aura 
Py = Pa = 0 
Po = Vaste 
Dans le premier cas on pourra considérer le bigenre P,; si 
0 


la surface est rationnelle (CASTELNUOVO).! 
L'hypothèse P,>o, jointe à nos inégalités P; €i (6—2, 3,...), ne peut 
étre satisfaite que pour des surfaces réductibles a un type connu, pour lesquelles 


P,=1, P,—=o (Pi — 1, P»jg1— 0). 


Les résultats de cette discussion viennent résumés par le tableau suivant, 
ou nous indiquons les valeurs possibles des caractéres invariants qui appar- 
tiennent à une surface hyperelliptique quelconque (soit les caractères des involu- 
tions qui peuvent appartenir à PF): 

a) d=p,—Pa—2, fa Ir,"p,-— (Pi= 17 0=2), 3, .2.) (surfaces peret: 











liptiques de rang 1 — n. 16); 
b) d=py—Pa=1 
[P;, =0 (réglées elliptiques) 
a er LU \P,, — x (surfaces elliptiques non réductibles à des réglées) 
e) d — pg — pa — o 
P, = 0 (surfaces rationnelles) 
LU |P, —1, P,=o. 





"e = Onsale (==, 40 


Ces résultats sont obtenus à priori d’après les théorèmes de classification 
établis récemment dans la théorie des surfaces algébriques; il y a lieu maintenant 
de les retrouver à posteriori en classifiant les involutions qui peuvent appartenir 
à une surface de Jacobi P, d’après deux points de vue différents: 

1) d’après le nombre des transformations de seconde espèce de F qui les 
ramenent en elles-mêmes; 

2) d’après le nombre de leurs coïncidences. 

Chacun de ces points de vue nous fournira ainsi un critérium pour reconnaître 
si une involution donnée sur F, appartient à l'une ou à l'autre des familles que 


nous venons de déterminer. 


' »Sulle superficie di genere zero» Memorie della Società italiana delle Scienze (1896). 


E 
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Remarque. Les résultats auxquels nous serons amenés subsistent de méme 
pour les involutions appartenant à une surface de Picard de diviseur quelconque. 


32. Les involutions classifiées d'après leurs transformations en elles-mêmes. 

Placons nous d'abord au premier point de vue. 

Soit done J, une involution donnée sur la surface de Jacobi F, «» une 
surface image de /,,. 

L'involution J, (soit la surface ® qui la représente) pourra étre reguliére 
ou irrégulière, son irrégularité d(^ 0) étant exprimée par la différence p; — Pa 
entre son genre géométrique et son genre numérique. 

Or nous allons démontrer le théoréme suivant: 

Une involution appartenant à F sera irrégulière ou réguliére, suivant qu'il existe 
ow quil n'existe pas une infinité (continue) de transformations de seconde espèce 
qui la transforment en elle-même. 

Considérons d'abord une involution /, régulière; nous prouverons qu'il ne 
peut exister qu'un nombre fini (tout au plus) de transformations de seconde 
espèce par rapport auxquelles /, jouit de la propriété d’invariance. 

Soient w, v deux intégrales indépendantes de première espèce, attachées à la 
surface PF; évaluons les sommes des valeurs qu'elles prennent aux n points d'un 


proupe (EL Le re ln 


Soit 
Su) = u(x,) + ula) +--+ was) = 
Zo(x;)=v(x,) + v(z,) ++ v(v;) =k. 
En faisant varier le groupe (x,,x,,...2,), h^, k demeurent constantes, autre- 


ment elles fourniraient des intégrales de ® (tandis que le nombre de celles-ci 
est d — o). 
Or une transformation de 2% espèce de F est donnée par les formules 


u(y) =u(x) + a 


Si cette substitution doit transformer en elle-même l’involution /,, on aura 


[3 w(yi) => uli) + na h 
(7) | Z'o(yi)=Z vx) +nb=k 


(les congruences subsistant toujours par rapport aux périodes de w, »); il suit 


na Oo 


nb-—o, 
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et par conséquent a et b ne sauraient recevoir qu'un nombre fini de valeurs, 
distinctes par rapport aux périodes. 

Supposons au contraire que linvolution 7, soit irrégulière. Si elle était 
transformée en elle-même par un nombre fini de transformations de 21° espèce, 
elle serait transportée en o? involutions distinctes par les o? transformations de 
2% espèce; et, comme le groupe formé par les transformations est transitif, on 
aurait ainsi une série continue d’involutions irréguliéres jouissant de la propriété 
que les groupes de la série qui passent par un point donné de F, remplissent 
la surface. 

Cette conclusion est absurde; en effet M. SEvERI a montré! que si l'on a 
sur une surface une série continue d'involutions irréguliéres, les groupes de 
celles-ci qui renferment un point donné, appartiennent tous à une méme courbe 
algébrique (variable dans un faisceau irrationnel). 

Partant on arrive à la conclusion que »toute involution réguliére de F est 
transformée en elle-même par un nombre fini de transformations de 2% espèce» 
et réciproquement. C,.Q. FD: 


33. Mais on peut en dire davantage. 

En effet il est aisé de prouver que »si une involution J, donnée sur la sur- 
face P, a l'irrégularité d — 2 elle demeure invariant par rapport aux o? transfor- 
mations de 21% espèce de P, et réciproquement». 

Soit D une surface image de /„. D’après le n. 31 on a 


P = I, Dar 


En outre ® ne renferme pas des courbes pluricanoniques d'ordre > o (n. 31). 
On en conclût que ® est une surface hyperelliptique de rang 1, admettant un 
groupe o? de transformations birationnelles en elle-même (n. 16). Entre ®, Fil y 
a une correspondance algébrique [1, »] dépourvue de courbe de diramation; et à 
toute transformation birationnelle de ® en elle-même répondent n transformations 
de 2% espèce distinctes de F.? 

Ainsi /, vient transformée en elle-même par les c? transformations; en 
particulier il y a parmi celles-ci » transformations qui laissent invariant chaque 
groupe de /,„, et engendrent l'involution au sens du n. ro. 

La proposition réciproque s'établit de suite. Si /, est transformée en elle- 
méme par les »° transformations de 2% espèce de P, la surface D — image 


! Il teorema. d'Abel sulle superficie algebriche (Annali di Matematica S. III, t. XII, 1905). 
? Cfr. Enrigues »Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo di tras- 
formazioni birazionali in se stesse (n. 5)» Cireolo di Palermo — 14 Maggio?1905. 
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de J, — admet o? transformations en elle-méme; par conséquent elle a les genres 
Tg — I, pa — — 1, et l'irrégularité d — 2. 

Que l'on rapproche maintenant le résultat obtenu à celui du n. 32; un 
raisonnement par exclusion nous permet de conclure que: 

Toute involution irrégulière donnée sur F admet o? ou o! transformations de 


2e espèce em elle-même, suivant que son irréqularité est 
d—2 ou dr. 


Le cas d — 2 nous ramène aux surfaces hyperelliptiques de rang 1. 

Le cas d —1 nous ramène à des surfaces elliptiques! de genre numérique 
Pa— —1 et par conséquent de genre géométrique p, —0; parmi ces surfaces nous 
verrons qu'il existe des surfaces qui se laissent transformer en des réglées elliptiques 
(cas de dégénérescence) et aussi en des surfaces elliptiques non réductibles à des 
réglées. 


34. Les involutions classifites d'après leurs coincidences. 

Nous allons nous placer maintenant au second des points de vue dont 
nous avons parlé au n. 3r. 

Dans une involution J, de F, il peut exister des groupes G,, constitués de n 
points qui ne sont pas tous distincts entre eux, c'est-à-dire renfermant des 
coincidences. Or trois cas pourront se présenter. 


35. Premier cas. 

L’involution I, possède une infinité de coincidences, c'est-à-dire une courbe 
K de points de coïncidence. En ce cas nous allons prouver que Z, est rationnelle 
ou peut être représentée par une surface réglée elliptique. 

Désignons par m l’ordre de la surface F, et par : le genre: de ses sections 
planes; on aura (F ne renfermant pas des courbes exceptionnelles). 


Mm = 27 —2. 
Soit 
h(> 0) 


l’ordre de la courbe K, et D l’ordre de la courbe décrite par les » — 1 points 
conjugués à un point (x) qui décrit une section plane de F. 


! On appelle ainsi les surfaces admettant un groupe elliptique de transformations en 
elles-mêmes. Apres MM. Pıcarn et Paiyievé ces surfaces ont été étudiées, notamment dans 
le cas pg — 0, par M. Exrıques (Circolo di Palermo — Marzo 1905 — I. c.). 
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Considérons sur la surface ®, image de /,, les courbes C correspondant 
aux sections planes de PF. 

Les courbes C se couperont deux à deux en D + m points, chaque point com- 
mun à deux C répondant à un point commun aux sections planes homologues 
de F, ou bien à un groupe G, de J, dont un point appartient à la première de 
ces sections, et un autre point (conjugué au premier) appartient à la seconde. 

Les courbes C auront le genre effectif +, ce genre étant égal à celui des 
sections de 7; mais elles aurons un certain nombre de points doubles variables 
qui prennent naissance de la facon suivante: la courbe, d'ordre D, conjuguée à 
une section plane de F, rencontre cette section en D points; de ceux-ci, h tombent 


en D—h 
sur la courbe de coincidence A; les autres D —h se partagent en couples 
2 


h 


4 


; ; : : an EM D-— 
de points conjugués par rapport à /„; eh bien à ces couples correspondent — - 
2 


points doubles de la courbe C, homologue à la section considérée de P. 
Or la série des courbes C sur ® est rationnelle; par conséquent! elle appar- 
tient à un système linéaire |C|. Le genre 11 et le degré M auront respectivement 


les valeurs suivantes: 


nN 


Pourtant on a (h > 0) 
i41 32 ATE 9 


D'après un théorème de MM. CAsTELNUOVO-ENRIQUES ? cela suffit pour que 
la surface ® soit rationnelle ou puisse étre ramenée à une surface réglée irration- 
nelle, qui, dans notre cas, serait une réglée elliptique, son genre numérique ne 


pouvant pas descendre au-dessous de — r (n. 31). 


36. Deuxième cas. 

Il n'existe pas des coincidences de l'involution I,. 

D'après une formule de M. SEvERI, on peut alors évaluer le genre numérique 
de la surface image de /,, qui se trouve en correspondence [1, »] avec P; puis- 
qu'il n'y a pas sur des points de diramation, on trouve que ce genre numér:- 
que est 

fi, em = ke 


Relativement au genre géométrique, on pourra distinguer deux hypothéses: 


! Exriques, Rendiconti di Palermo, t. X, 25 Agosto 1895. 
2 Annali di Matematica, s. III, t. 6, p. 165; 1901. 
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Dans Uhypothese p,— 1 il y aura sur ® une courbe canonique d'ordre zéro (n. 31) 
et par suite la surface résultera une surface hyperelliptique de rang 1. 

Examinons ensuite l'hypothèse p,— o. La surface d sera une surface elliptique 
qui ne saurait pas être ramenée à une réglée. 

C’est ce que l’on peut reconnaître en raisonnant par absurde. Si une sur- 
face réglée est en correspondance [r, »] avec F, aux génératrices de la première 
surface ne sauraient répondre sur F des courbes réductibles en » parties rationnelles ; 
partant sur une courbe homologue à une des génératrices sus-nommées, ou sur 
une composante irréductible de cette courbe, il y aurait des points de coincidence. 


Ajoutons que la surface elliptique 4» renferme deux faisceaux de courbes 
elliptiques, un parmi ceux faisceaux étant elliptique, l’autre rationnel. Cette 
propriété, qui découle immédiatement de la construction de la surface ®, s’accorde 
avec la circonstance que nous avons reconnue au n. 3r, que les plurigenres de ® 
ne peuvent surpasser r. 





32. Troisième cas — L'involution I, possède un nombre fini de coincidences. 
En ce cas il ne peut y avoir qu'un nombre fini de transformations de la 
surface P, qui laissent invariant /,, puisque ces transformations doivent échanger 


entre eux les points de coincidences. Il s'ensuit (n. 32) que est réguliére, et l'on a 


hip ope EN 


ou 
Pa — Pa — 1. 
En le premier cas le bigenre P, aura l'une des valeurs suivantes: 
[27 — (9) 
ou 
P,=ı 


et lorsque P, =o on tombe sur des surfaces rationnelles. 

38. Involutions appartenant à une surface régulière de genres 1. 

Il nous sera utile pour la suite de considérer les involutions, et notamment 
les involutions de couples de points, appartenant à une surface réguliére de genres 


I(fu—p,-—.P.-—r). 


En classifiant ces involutions, on tombera toujours sur des surfaces réguliéres 
et on aura les trois cas possibles 


: RAR. 3 
Acta mathematica. 32. lmprimé le 20 mars 1909. , 42 
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Pa = Py = P, = o (cas rationnel) 
Pa Po 0; P, =, (P;= 0) 
Pa = Pg = P,=1. 


Nous voulons montrer par un exemple que les deux derniers cas peuvent 
se presenter, tous deux, effectivement. 

A cet effet considérons une surface F, intersection complete de trois 
quadriques dans un espace à 5 dimensions S,. ll peut arriver que 7, soit trans- 
formée en elle-même par une homographie involutoire de cet espace, et cette 
homographie pourra appartenir à l'une de trois espéces suivantes: 

1) homologie; 

2) homographie douée d'une droite de points unis qui ne coupe pas À, et 
d'un S, de points unis; 

3) homographie douée de deux plans de points unis, qui ne coupent pas F. 

Or l'homographie transformant F en elle-même donne lieu à une involution 
I, sur F. Eh bien, cette involution représente une surface rationnelle dans le 
premier cas; elle représente une surface de genres p, = p, — P, — 1 dans le second 
cas; enfin elle représente une surface de genres p, — p, — o et P,— r, dans le 
troisieme cas. 

Nous allons justifier ces assertions en laissant de côté le premier cas, qui 
ne présente d'ailleurs aucune difficulté, puisqu'il suffit de répéter le raisonnement 
du n. 35. 

En nous placant d'abord dans le cas 2), considérons les sections decoupees 
sur F par les hyperplans renfermant l'axe de l’homographie. A ces sections 
répondrons sur la surface image de J, «? courbes de genre 3 se coupant deux à 
deux en 4 points; on en déduit que cette surface est birationnellement identique 
à une surface générale du quatriéme ordre 


v 


(Pa = fg = Pr — 1). 


Dans le cas 3) considérons les sections découpées sur F par les hyperplans 
qui renferment l'un ou l'autre parmi les deux plans de points unis. A ces courbes 
répondrons sur la surface image de J, des courbes de genre 3, qui donneront lieu 
à deux systèmes c? de degré 4; les courbes de l’un systeme couperont toute 
courbe de l'autre système en 4 points formant sur cette courbe un groupe de la 
série canonique g?. Pourtant les deux systèmes seront adjoint l'un à l'autre et 
Poi EOE (== J, = Oy I= a CHOSE 1D): 

Il est A remarquer qu’entre les cas 1) 2) 3) il y a le critérium de distinction 
suivant: dans le cas 2) Vinvolution donnée sur F a un nombre fini de coinci- 
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dences, dans le cas 3) involution n'a pas du tout de coincidence; on en a au 
contraire une infinité dans le cas r). 

Or cette remarque peut être généralisée. Toute involution de couples de 
points donnée sur une surface régulière, P, de genres 1, peut être engendrée par 
une homographie sur une surface F', transformée de F, appartenant à un hyperes- 
pace convenable. On peut done répéter pour F’ les considérations que nous 
venons de développer ci-dessus. 

On arrive ainsi, a la conclusion suivante: 

Etant donnée une surface régulière de genres Da = p, — P,- 1, on peut y avoir 
trois sortes d’involutions de couples de points: 

1) <involutions rationnelles (pa — P, — 0); 

2) involutions de genres x (Pa — p, — P,— x); 

3) involutions de genre o et de bigenre 1, dépourvues de courbes bicanoniques 
d'ordre > o (pa— pg — P,—0, P,— 1). 

On a une infinité de coincidences dans le cas 1), wn nombre fini >o de coin- 


cidences dams le cas 2), point de coincidences dans le cas 3). 


IV. Théoréme fondamental au sujet des surfaces hyperelliptiques 
de rang r>I. 


39. Soit F une surface hyperelliptique de rang 1 (p; — 1, pa — — 1). Nous 
avons déjà établi une distinction entre les involutions J, qui peuvent appartenir 
à F, suivant qu'il existe une courbe de coincidence, ou bien. qu'il y a seule- 
ment un nombre fini N » o de points de coincidence, ou qu'il n'y en a pas du 
tout (N — o). 


Nous allons considérer dans la suite les involutions J, qui possèdent un : 


nombre fini N(> 0) de coincidences. 

Parmi ces involutions nous avons déjà considéré en particulier celles qui 
sont engendrées par des transformations cycliques de seconde espéce de F(N — 0); 
ce sont des involutions représentées par des nouvelles surfaces hyperelliptiques de 
rang r, ou briévement des involutions de rang 1. 

Or une involution /, étant donnée sur F, deux cas peuvent se présenter: 

1) il peut arriver que chaque groupe G, de J, soit composé par un certain 
nombre r(>1) de groupes G; de 9(» 1) points (n — r9), de facon que les groupes 
G; engendrent une involution /; de rang 1; en ce cas on dira que l'involution I, 


est composée par la 15; 
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2) au contraire il se peut que les groupes de J, ne soient pas composés 
par des groupes d'une involution de rang 1. 

La même distinction peut être établie aussi de la façon suivante: 

On se trouve dans le cas 1) s'il existe des transformations de 2% espèce qui 
transforment en lui-même chaque groupe de /,; au contraire le cas 2) correspond 
à l'hypothése que de telles transformations n'existent pas. 

Il y a lieu maintenant d'établir un critérium qui nous permettra de recon- 
naître plus aisément si une involution J, donnée sur F est composée par une 
involution de rang r. 

Soient 2,2, ... v, les n points d'un groupe G, de /„; d’après une locution 
déjà établie, deux queleonques parmi ces points sont dits conjugués par rapport 
à [,. Si I, est composée par une involution J5(0 » 1) de rang x, il y a en G, des 
points conjugués par rapport à /„, p.-ex. les points z,,v,, qui sont aussi conju- 
gués par rapport à 7;. 

Cette hypothèse entraîne la conséquence suivante: toute transformation de 
2% espèce de F amène les points +,,+, en des points conjugués par rapport à /„. 

En effet l'involution 7, est transformée en elle-méme par les transformations 
de 2% espèce, et, comme /,„ est composée par J), deux points conjugués par 
rapport à 7) sont aussi conjugués par rapport à 7,. 

Maintenant il y a lieu de remarquer qu'il subsiste la proposition réciproque 
suivante. 

Que Von ait sur F une involution I,; si deux points 2,,x,, conjugués par rap- 
port à celle-ci, sont transformés en des points conjugués, par toute transformation de 
2de espèce, l'involution I, est composée par une involution de rang 1. 

Nous allons démontrer ce théoréme. 

Considérons une transformation de 21° espèce, 7, de F, choisie d'une facon 
générale; elle amenera le point x, en un point z', et sera définie par la corres- 
pondance de ces deux points, de facon qu'on pourra la désigner en écrivant 

AE = (hat); 

Le point x, appartient à un groupe G, de J, dont les points sont désignés 
Parz2 ou 0, me 

Or d’après notre hypothèse, la transformation ;; qui amène x, en x’, amène 
x, en un point x, qui est conjugué à z', par rapport à /„. Il pourra arriver 
aussi que d'autres points de G,, p. ex. z,, ... t», soient transformés par x en des 
points 2',,... a"), conjugués à z',, et que cela arrive d'ailleurs quel que soit la 
transformation de 2° espèce zr. 

Les points z,,2,,... x formeront en G, un groupe G; qui se trouve défini 


de facon à satisfaire aux conditions suivantes: 
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a) le groupe Gy est déterminé à partir du point v,, que l’on peut faire 
varier sur À; 
b) le groupe Gy est défini d'une facon symétrique par rapport à ses points 


mra epuisquionga 


i (a) (GRE = ara) 


Il suit que G; décrit, au varier de x,, une involution /, par laquelle 7, 
résulte composée. Mais comme J, est transformée en elle-même par Jes trans- 
formations de 2% espèce, elle est une involution de rang ı (n. 32). Ainsi notre 
proposition se trouve établie. 


40. En ce qui suit nous allons supposer que linvolution /, douée de 
N>o points de coincidence, que nous considérons sur la surface #, ne soit pas 
composée par une involution /,(0 >1) de rang r. Ce n'est pas là une restriction 
essentielle que nous imposons à /,, puisque cette condition pourra toujours 
étre remplie en remplagant la surface donnée par une autre surface de Picard. 

Ceci posé, nous nous proposons d'établir que l'involution /, est engendrée 
par x transformations birationnelles de la surface surface F en elle-même, trans- 
formations formant un groupe d'ordre n. Plus clairement nous disons que, si 
lon considère les » points cz,,2,,...v, d'un groupe variable de Z,, chacun de 
ceux-ci dépend rationnellement de l’un des autres; p. ex. v,... v, sont des 
fonctions rationnelles de x,. 

Pour arriver à cette conclusion fondamentale, nous poursuivons l'étude de 
linvolution /,, en rappelant nos hypothèses fondamentales: 

1) que Z, soit douée d'un nombre fini N > o de points de coincidence; 

2) que J, ne soit pas composée par une involution J5(d » 1) de rang 1. 

Considérons sur F un systéme continu complet X de courbes € (de genre 
4 >2) sans points-base, choisi d'ailleurs d'une facon quelconque, et construisons 
le système des courbes K (conjuguées aux C) qui sont définies de la facon suivante: - 

tandis qu'un point décrit une courbe C, les n — ı points conjugués décrivent 
une courbe K, que l'on dit conjuguée à la première. 

Nous nous proposons d'établir que chaque courbe K se décompose en » — I 
courbes, birationnellement identiques à la courbe C dont elle prend naissance. 
Cette conclusion, qui nous permettra de démontrer aisément le théoréme fonda- 
mental que nous avons en vue, sera établie par un procédé de réduction à l'absurde. 
Nous supposerons d'abord que les courbes K soient (généralement) irréductibles 
et nous montrerons que cette hypothèse contredit à l'hypothèse 2). Ensuite 
nous examinerons le cas oü les K seraient réductibles, mais le nombre de leurs 


composantes irréductibles serait « »— 1 et nous en tirerons la méme conclusion. 
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41. Adoptons les hypothese 1) 2) du n. prec. et supposons en outre que la 
courbe K conjuguée à une courbe C (choisie d'une facon générale en X), soit 
irréductible. Il y aura sur X une involution 7!', , de genre x (sr étant le genre 
de C); deux points conjugués par rapport à 71,1 — c'est-à-dire deux points 
appartenant à un méme groupe de cette série — seront conjugués aussi par 
rapport à l'involution 7,. 

Considérons les transformations de 2% espèce de la surface F en elle-même. 
On pourra supposer: ou bien que ces transformations changent la série des 
courbes AK en elle-même; ou bien qu'elles changent une courbe X en une nouvelle 
courbe K qui n’est pas conjuguée à une courbe C de notre système 3. 

Si la série des courbes A est transformée en elle-méme, c'est-à-dire si une 
courbe A est transformée en une autre courbe K, linvolütion 7', 4, considerée 
sur la premiere courbe, se transformera dans l’involution 7!', ; qui vient définie 
analoguement (par rapport à J,) sur Ja seconde courbe; en effet s'il n'en était 
pas ainsi on trouverait qu'une courbe A, en tant qu'elle peut correspondre a 
une infinité de courbes analogues par les o? transformations de 21° espèce, ren- 
ferme une infinité continue d'involutions irrationnelles 71,1, ce qui contredit à 
un théorème connu de MM. PAINLEVÉ, HUMBERT et CASTELNUOVO. 

Il suit de cette remarque que, si la série des courbes K est transformée en 
elle-même par les transformations de 2% espèce de F, deux points situés sur une 
courbe K et conjugués par rapport à J, (c'est-à-dire appartenant à un méme 
groupe de /,„) seront amenés par toute transformation de 2° espèce, en des points 
conjugués de méme par rapport à /,; d’après le critérium établi au n. 39 cela 
signifie que l'involution /, est une involution de rang r, ou qu'elle est composée 
par une involution de rang r, ce qui contredit à notre hypothése 2). 

Nous devons done supposer qu'une transformation de 2% espèce (choisie 
d'une facon générale) change une courbe K en une nouvelle courbe K qui n'est 
pas conjugués à une courbe C de notre système X. 

Construisons alors la courbe Z conjuguée à A par rapport à /,, c'est-à-dire 
la courbe engendrée par les n— 1 points conjugués à un point variable sur X. 

La courbe K correspondant à K en une transformation de 21° espèce ;r, 
on peut faire varier K tout en tenant fixe X pourvu qu'on laisse varier i, et 
d'une facon continue on peut réduire ainsi À à K, tandis que x se réduit à la 
transformation identique. 

Or, lorsque K variant d'une facon continue se réduit à Ä, la courbe L 
conjuguée à K variera aussi et devra se réduire à la courbe conjuguée a K, 
c'est-à-dire à la courbe composée (n —2) K + €. 


Il s'agit de voir comment cette réduction est possible, 
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Supposons d'abord que la courbe L, qui tend à la limite (n —2) K + C, 
soit irréductible. 

Envisageons un groupe de points de 7, dont un point se trouve sur K; 
nous voulons designer par x, ce point, et par ©,,%,, ... a, les n — ı points conju- 
gues qui appartiennent a L. 

Si, ainsi que nous lavons supposé, Z est irréductible, on peut échanger 
entre eux les points x,,x,, en faisant décrire un cycle au point x, sur K; il est 
sous-entendu que l'on envisage AK comme une surface de Riemann. 

Or K se réduit d’une façon continue à K; le cycle décrit sur X par x, se 
réduit à un cycle sur K, qui est d’ailleurs une surface de Riemann identique à K. 

En force d'un postulat de continuité qu'on a le droit d'appliquer ici, il doit 
done arriver le fait suivant: considérons un groupe de points x,,2,,... x4 de /,, 
et supposons que le premier point appartienne à la courbe C, et les autres an — r 
points à la courbe conjuguée K; on peut faire décrire au point x, sur À un tel 
cycle que x, se change avec a. 

Comment ce fait est-il possible? 

Suivons par la pensée le mouvement du point v, qui décrit un cycle sur 
K, et suivons de méme le chemin qui vient décrit par un point a conjugué à x, 
et situé sur la méme courbe K. 

Pour que x, se change en z,, il faut qu'il passe de la courbe X à la courbe 
C, et ce passage ne peut avoir lieu que par l'un des points communs à C, K. 
Or x, coincidera avec l'un, À, de ces points, lorsque x, occupera la position A’ d'un 
des points conjugués sur K; mais si on continue le mouvement de x, au delà 
de 4', où se trouvera la continuation du chemin décrit par x,? appartiendra-t-elle 
à K, ou bien se trouvera-t-elle sur C? 

Pour éclaircir ce point, remarquons que lorsque x, décrit un cycle en passant 
par A’, il y a toujours un chemin décrit par x, qui lui correspond et qui est 
situé en totalité sur K; une autre branche de la méme fonction algébrique 
(correspondant à l'involution /,) est la branche v, qui se meut sur C; pour qüe 
le chemin de x, se continue, en passant par A, sur C, il faut done que cette 
branche x, aboutisse de méme a A lorsque x, atteind A’, c'est-à-dire que les 
deux branches x, et x, se réunissent en A; mais cela signifie qu'en A doit tomber 
un point de coincidence de Vinvolution 7,. 

Or cette conclusion contredit à notre hypothèse 1). En effet s'il n'y a qu'un 
nombre fini de points de coincidence de /,, une courbe C choisie d'une facon 
générale en N, n'en renferme pas. 

On en déduit que la courbe Z ne saurait étre irréductible. Cette courbe sera donc 


composée et parmi ses composantes il. y en aura une, que nous pouvons désigner 
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par X, qui renfermera un seul point x, parmi les conjugués à x,; en effet si 2, 
décrivait une courbe renfermant un autre parmi ses points conjugués, p. ex. x,, 
il y aurait sur A un cycle de v, auquel correspondrait un échange entre 2,, x, 
et on en conclurait, comme avant, qu'il y aurait sur C des points de coincidence. 

Nous venons de reconnaitre que L se décompose, et précisement qu'il y a 
une de ses composantes (X) qui est décrite simplement par le point x, conjugué 
au point x,, se mouvant sur X. Lorsque À se réduit par continuité à K, X se 
réduira à C. 

En effet on pourrait se douter seulement que X se réduise à C + 0, 0 désig- 
nant une courbe fondamentale, lieu des points conjugués à un point fondamental 
de J,, appartenant à A; mais une analyse approfondie porte à exclüre cette 
hypothèse. 

Ce n'est pas qu'on ne puisse supposer à priori que toutes les courbes X 
aient communs des points fondamentaux de /,, qui serait multiples pour les X, 
mais il est aisé de reconnaitre que si l'on transforme un point fondamental en 
une courbe exceptionnelle, cette courbe ne fait pas partie de la K envisagée 
comme limite de A, et en conséquence la courbe 0 conjugué à la courbe exception- 
nelle, ne fait pas partie de la courbe limite de X, qui est simplement C et non C + 0. 

Ceci posé, rappelons-nous que le systéme X des C est un systéme continu 
complet; on en déduira que la courbe X, qui en variant par continuité se réduit 
à une C, appartient elle-même à ce système X. Mais cette conséquence entraîne 
que la courbe A, transformée d'une courbe KA par une transformation de 2!* 
espèce, soit le lieu décrit par un point conjugué à une courbe C, et par consé- 
quent qu'elle appartienne au méme systéme des K. Ce systéme sera donc inva- 
riant par rapport aux transformations de 21° espèce si, ainsi que nous l'avons 
supposé, les A sont irréductibles; c'est là une conclusion qui contredit à l'hypo- 
thése 2) du n. 40, ainsi que nous l'avons remarqué. 

On en conclût que les courbes K ne sont pas irréductibles. 


42. Il faut analyser maintenant les différentes hypothèses qu'on peut faire 
au sujet de la décomposition des courbes A. On peut supposer: 

ou bien que K se décompose en un certain nombre A <n— 1 de composan- 
Des DR MCN KG, = 

ou bien qu'elle se décompose en n — 1 composantes. 

Si c'est le premier eas qui a lieu, il y aura une partie irréductible de K, 
soit p. ex. Ä,, qui renferme une involution irrationnelle 7!,(r 1) dont chaque 
groupe est constitué par r points conjugués de /,. 

Nous pourrons maintenant répéter pour les Ä,, le raisonnement que nous 


avons développé avant au sujet des K. 
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Nous transformons les A, par les transformations de 21° espèce. Si les 
courbes transformées sont des courbes AK, du même systeme, il s'ensuit que 
l'involution J, est composée par une involution de rang 1. 

Il faut done supposer que la courbe K,, transformée d'une K,, n'appartienne 
pas au systeme de celle-ci. Maintenant X, peut varier par continuité se rédui- 
sant à K,; la courbe Z conjuguée à K, se réduit alors à la courbe conjuguée 
à K,, c'est-à-dire à la courbe 


Vz) a GCSE Jas, te (Ol 


Considérons un groupe de points 2,,%.,...%, de /„ dont un point x, est 
situé sur K,, et un point x, est sur C. Lorsque v, décrit un cycle sur K,, il 
n'est pas possible échanger x, avec un autre point x,, du groupe, n'existant 
pas sur C des points de coincidence. Mais d'un autré cóté, à cause de raisons 
de continuité, cet échange devrait se présenter comme possible si un échange 
analogue a lieu sur L, c'est-à-dire si la courbe L est irréductible ou si elle ne 
renferme pas une composante (décrite simplement par le point x.) qui se réduit 
à C lorsque K,, se réduit à K,. 

On en conclüt que Z est réductible et renferme une composante appartenant 
au système complet XN des C; et il s’ensuit que K,, est une partie de la courbe 
conjugué à une C et qu'elle appartient au méme système que K,, c'est-à-dire que 
le système des K, est invariant par rapport aux transformations de 2% espèce. 
C'est là une conclusion absurde, ainsi que nous l'avons déjà remarqué. 

Cet absurde prouve que la courbe K conjuguée à une C par rapport à Ty, se 
décompose em m — x parties décrites simplement par les n — x points conjugués à 
celui qui se meut sur C , et par conséquent birationnellement identiques à C. 


43. Il est aisé maintenant d’achever la démonstration du théoréme que 
nous avons en vue. 

Supposons que X soit du type envisagé aux nn. 2r, 25 et considérons en X 
les »! courbes C passant par un point z,; les courbes conjuguées à ces C se dé- 
composent en n — 1 parties C, .. . C"—?, qui passent respectivement par les points 
D... En AU groupe de J, déterminé par 2,. 

Or un point queleonque P de la surface F appartient 4 un nombre fini de 
courbes C par x,, courbes qui, se coupant en ce point, servent 4 le déterminer; 
aux € par P correspondent des €’ par x, se coupant en un point conjugué P' qui 
se meut avec P et résulte ainsi dépendre rationnellement de P. 

On voit d’ailleurs que cette correspondance rationnelle fait correspondre 
au point z,, le point 2,. 


: 2 
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On arrive ainsi a la conclusion suivante: 

Toute involution I, appartenant à une surface hyperelliptique F de rang 1 et 
satisfaisant aux hypothèses 1), 2) du n. 40, est engendrée par un groupe de trans- 
formations birationnelles de la surface en elle-même; ces transformations amènent un 


point quelconque de la surface F respectivement en ses n — 1 conjugués par rapport à In. 


44. Théorème fondamental. 

Le théorème que nous venons d'établir peut être énoncé sous une autre 
forme comme une propriété fondamentale des surfaces hyperelliptiques. 

D'après les nn. 6, 35 toute surface hyperelliptique ® de rang r(» 1) et de 
diviseur à, correspond à une involution /, d'ordre » — ró appartenant à une 
surface de Jacobi F, et possédant un nombre fini N > o de points de coincidence 
(les surfaces rationnelles et les réglées elliptiques étant laissées de cóté d'aprés 
le n. 4). Lorsque 0 — 1 l'involution J, remplit les conditions 1) 2) demandées par 
le théorème précédent. Si au contraire 0r: l'involution 7, résulte composée 
par une involution /, de rang 1; cette involution /, vient représentée par une 
surface de Picard Fy, et lon a sur F, une involution J, d'ordre r dont les 
groupes correspondent aux points de la surface ®, et qui remplit les mêmes 
conditions I) 2). 

On a done le théoréme fondamental suivant: 

Toute surface hyperelliptique de rang r1 et de diviseur 0 correspond à une 
involution engendrée par un groupe de r transformations birationnelles sur une 
surface de Picard F5. 

C'est ce qu'on peut exprimer aussi de la facon suivante: 

Soit D(x, y, z) = o une surface hyperelliptique, et supposons que, les x, y, z étant 
des fonctions abéliennes de deux paramètres u, v, il arrive qu'à tout groupe de valeurs 
de x, y, z, correspondent r couples (u, v) incongrus par rapport aux périodes primi- 
Lives, soil: 

Won) ME) oon (Cis EE) 


en ce cas les u, v seront liées par r— x substitutions linéaires 


Ui = du, + b;v, + ci 
vj — diu, + ev, + fi 


dont les coefficients ne dépendent pas de x, y, z. 
Ces substitutions, ajoutée la substitution identique, forment un groupe 
d'ordre r: et les constantes a;, b;, di, e;, sont des combinaisons linéaires à ^oef- 


fieients entiers des périodes. 
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V. Surfaces hyperelliptiques de rang 7 > 1 dépendant de trois modules 
arbitraires. 


45. Surfaces hyperelliptiques de rang r > 1 dépendant de trois modules arbitraires. 
D’après le théorème fondamental du n. 44, la détermination des familles biration- 
nellement distinctes de surfaces hyperelliptiques, se trouve ramenée à celle des 
groupes finis de transformations birationnelles d’une surface hyperelliptique de 
rang ı en elle-même. 

On se rattache ainsi à la théorie des transformations des fonctions abéliennes 
de genre 2, théorie qui a pris naissance dans les Notes classiques de HERMITE 
(1855)! et qui a été développée successivement par les recherches de MM. FROBE- 
NIUS, WEBER, Hurwirz, WILTHEISS, HUMBERT,? ce dernier ayant considéré les 
transformations dans toute leur généralité, ainsi que nous aurons lieu de le rap- 
peler dans la suite. 

Rappelons d’abord le résultat auquel on est amené dans le cas où les 
modules sont arbitraires. 

Soit F une surface de Jacobi, et u, v les integrales normales de 1" espèce 
attachées à F. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour que la 
substitution linéaire 

w=Autuvt+e 
v' — d'u + u'v + p 


établisse une transformation rationnelle de la surface F en elle-même, de sorte 
que les coordonnées du point (w', v') soient des fonctions rationnelles des coordonnées 
du point (uw, v), est que w', ?/ augmentent d'une des périodes simultanées, lorsque 


u, v augmentent d'une telle période. Soit 


TRO OUT 
G 36 de 


le tableau des périodes normales des intégrales w, v: alors la condition précédente 


peut s'exprimer sous forme analytique en écrivant les relations: 


f À =a,+ 4,9 +a,h u =b, + bg + bh 

| 4! =a,+a,h + a,g' ul — b, + bh + b,g' 

(7) )igtuh=d,+d,g+d,h Ah+ wg =e, + 6.9 + 6h 
he + wh=d,+d,h + d,g' Uh+ ug! — c, +¢,h + eg 


où les a;, b;, c;, d; sont 16 entiers caractéristiques de la transformation. 
1 Comptes rendus de l’Academie des Sciences, t. XL. 
? Journal de mathématiques (1899—1900—1901—1903—1904— 1906). 
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Si l’on veut exprimer que la transformation est birationnelle, on doit sup- 
poser que la valeur du déterminant (degré de la transformation) : 


5; bebe ao: 
CEMICMCHN. CE 
OON Etat 


soit égale à +1.1 


En éliminant les constantes A, 4', u, u entre les équations (1), on a les relations 


(A) ga + ghla, + bs) + h?b, + g(a) — ds) + h(b, —d,)—d, = 0 
(B) gha,+ gg'a; + h*b, + hg'b, + ga, + h(b, —d,)— g'd,—d, =o 
(C) gha; + gg'b, + ka, + hg'b,— gc, + h(a,—c,) + g'b, —c, = 0 
(D) h*a, + hg' (a, + b.) + g^b, + h(a, — c5) + g'(b, — ¢,) —¢,=0. 


Si les périodes g, h, g' sont arbitraires, ces relations se réduisent à des identités 
et l’on tombe sur les transformations 


u=—+u-+ const. 
v = + v + const. 
de r'* et de 2% espèce. 

Nous les appelerons les transformations ordinaires de la surface F en elle- 
méme, car elles existent sur F pour toute valeur des modules. 

Si au lieu de considérer une surface de Jacobi, on se rapporte à une surface 
de Picard F, de diviseur d >1, on arrive de méme à la conclusion que, pour des 
modules arbitraires, cette surface ne saurait admettre d’autres transformations en 
elle-méme que les transformations ordinaires : 


u' = + 4 + const. 


v' = + v + const. 


Or parmi ces transformations, celles qui sont (périodiques) de 2% espèce 
nous amènent à des nouvelles surfaces hyperelliptiques de rang 1 (n. rr), ainsi 
donc les seules transformations correspondant à des surfaces hyperelliptiques de 
rang r>1, seront les transformations de r'* espèces, que l'on peut toujours 
réduire à la forme 





* Il faut toujours prendre la valeur + 1, lorsque, ainsi que nous le supposons, on a entre les 
parties imaginaires des périodes, l'inégalité classique g, 9 > Àj. Voir Huwgerr, Journal de 
Math., 1900, p. 291. 
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On en déduit le théorème suivant: 

Il wy a d'autres surfaces hyperelliptiques de rang r > x, dépendant de trois 
modules arbitraires, que des surfaces régulières de rang r —2. Ces surfaces peuvent 
être représentées en exprimant les coordonnées de leurs points par des fonctions hyperel- 
liptiques paires; d'ailleurs arbitraires. Elles se partagent en une infinité de familles 
birationnellement distinctes, d'après la valeur du nombre entier à qui en est le diviseur. 

Les surfaces hyperelliptiques de rang r—2 et de diviseur d — 1 ont été 
l’objet d'études classiques (Kummer, WEBER, Humbert); le cas 0 > 1 a appelé 
récemment l'attention de MM. TRAYNARD et REMY. 


46. Surjaces de Kummer. Nous allons considérer d'abord les surfaces régu- 
lières de rang r —2 et de diviseur d= 1; s'il n'y aura ici rien d'essentiel à ajouter 
aux résultats connus, nous aurons au moins l’occasion de développer la méthode 
que nous employerons dans la suite pour étudier les cas nouveaux qui se présen- 
tent pour r>2. 


Remarquons d’abord que toute surface hyperelliptique réguliére de rang 





r—2 et de diviseur à— r, correspond à une involution de couples de points 
appartenant & une surface de Jacobi et représentée sur celle-ci par 


(2) he v+v=u 
(A4, u constantes). 

Ceci posé considérons sur F le système fondamental > constitué de x? 
courbes C de genre 2, se coupant deux à deux en 2 points (n. 21). 

Nous allons supposer d'abord que les C soient irréductibles, ce qui est le 
cas général. 

Le systeme X est transformé en lui-méme par toute involution du type (2). 
Ainsi si l'on se donné une involution J, de ce type, il y aura c? couples de 
courbes € conjuguées par rapport à /,. Construisons une surface @ image de 
I,, dont les points correspondent sans exception aux couples de cette involution. - 
Aux courbes C répondront sur ® des courbes K; chaque X représentera deux C 
conjuguées par rapport à 7;. , 

Il est. aisé de reconnaitre que deux courbes K se coupent en 4 points, 
puisque deux couples de courbes C sur F ont communs 8 points (qui se par- 
tagent ici en 4 couples de /,). De méme on voit que les courbes K (dont le 
genre est 2 comme celui des €) ont un point double variable; en effet toute K 
renferme un point double correspondant au couple de /, qui est commun aux 
deux C homologues à K et conjuguées entr'elles par rapport x Has 

La surface D étant régulière, c’est-à-dire dépourvue d'intégrales simples, 
on aura d’après une remarque de M. HUMBERT, que les «? courbes K, tracées 
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sur ®, appartiennent a un systeme linéaire sans points base, de courbes de genre 3 
se coupant deux a deux en 4 points. 

On peut méme supposer que les courbes de ce systeme o? soient les sections 
planes de la surface ®. En effet il est aisé de reconnaitre que, étant excepté le 
cas de la surface de Jacobi particulière associée à une courbe réductible, les 
courbes K passant par un point de ® ne renferment pas en conséquence d’autres 
points variables avec celui-la, et par suite on peut toujours transformer la sur- 
face choisie comme image de /,, de façon que courbes X viennent coupées 
par des plans. 

Alors la surface ® sera du quatrième ordre à sections planes de genre trois 
(c'est-à-dire dépourvue de courbes multiples); les ©? courbes K qui répondent 
aux C de P, seront les sections découpées sur par les plans tangents. 

En outre d aura des points doubles qu'on déterminera de la façon suivante: 

Il y a sur F 16 points de coincidence de l'involution 7, qui tombent dans les 
points 

A+ 0, uto, 
2 2 - 
w, et w, désignant un couple de périodes simultanées des intégrales w, v. 

A chacun de ces points correspond un point de ® dont nous allons calculer 
la multiplieite. x 

A cet effet considérons le systeme linéaire | K| formé par les sections planes 
de ®. A ce système correspond sur F un système linéaire auquel appartiennent 
les o? couples de courbes C + €' de X, conjuguées par rapport à l’involution 7,; 
systéme linéaire qu’on pourra désigner par 


IDI=IC +0". 


Ceci posé, considérons les o»! couples de courbes C + €' qui passent par un 
point uni P de /,. Il a lieu de rappeler que les c! courbes C par P forment 
une série d'éléments de genre 2, et que dans cette série il y a une gi, qui est 
constituée par les ©! couples de courbes C se touchant en P; on en conclüt que, 
les o! couples © + C' formant aussi une gi, sont constituées de courbes tan- 
gentes en P. 

Il s’ensuit que Je système linéaire o? des courbes D passant par P, a en P 
un point-base double, de sorte que deux courbes de ce systéme se coupent hors 
de P en 8— 4 — 4 points mobiles. Par conséquent aux courbes D par P corres- 
pondent sur 4) des courbes de | K| par un point P'. se coupant deux à deux hors 
de P' en */, —2 points mobiles; ainsi done P' est un point double de ®, 
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On reconnait aisément qu'il s'agit d'un point double conique, parce que 
toute courbe D. arbitrairement choisie parmi celles qui passent par P, a en P deux 
branches distinctes, auxquelles correspondent deux branches distinctes de la sec- 
tion plane homologue de ®, et parce que d'un autre côté le cône tangent à @ 
en P' correspond élément par élément au domaine de P sur F et il est en consé- 
quence irréductible. À 

Nous venons de reconnaitre qu'aux 16 points de coïncidence de J, sur F, 
répondent 16 points doubles coniques de D. 

I y a lieu maintenant de rappeler le principe de dualité que nous avons 
établi au n. 23. 

Le système X des courbes C constitue une variété o? d'éléments, biration- 
nellement identique à la surface F, et transformée en elle-méme par l'involution 
1,; aux couples de € conjuguées correspondent les sections de ® par les plans 
tangents, qui forment une variété identique à la surface @ elle-même. 

I y aura done 16 courbes C de coïncidence, transformées en elles-mêmes 
par 7,, auxquelles répondront 16 plans singuliers qui touchent D suivant des coniques. 

On trouvera d'ailleurs aisément que: toute courbe C de coincidence ren- 
ferme 6 points de coincidence de /, (puisqu'une gj sur une courbe de genre deux 
a justement 6 coincidences); par dualité tout point de coincidence appartiendra 
à 6 courbes C de coincidence. 

Deux C de coincidence se couperont en 2 points de coincidence, ct récipro- 
quement deux points de coincidence appartiendront à 2 courbes C de coinci- 
dence, etc. 

Ces propriétés se réflechissent en des propriétés analogues des r6 points 
doubles et des 16 plans tangents suivant des coniques de la surface ®; on a ainsi 
les propriétés bien connues des points et des plans singuliers d'une surface de 
Kummer. 

Ces propriétés trouvent leur expression la plus simple en une représentation 
symbolique qui a été introduite par M. HuMBErT, et qui est la suivante. 

Considerons les deux series de nombres 


DNO OU Lis 2, 31 A 


et désignons par «, 3, 7, 0 les nombres de la premiere serie pris suivant un 


y ! 


ordre quelconque, et analoguement par c, ÿ', 7’, 0! les nombres de la seconde série. 
On peut représenter les 16 plans singuliers de @ par 


! » 2 
CH, Hid, -- +3 DGC,DDs-«. «5 


et les 16 points doubles par 
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(cial) (CBN BED eee 
de facon que 


1) les six plans singuliers par les points (cc) soient ap, «;, 


ad), a B, 
«y, c à ete.; 

2) corrélativement les six points doubles appartenant au plan ««' soient 
(c ^), (e 7^), (ad), (e B), (« 7), («' 9) ete. 

Remarque. Ce méme symbolisme sert à représenter la configuration des 
points et des courbes de coincidence de l'involution 7, sur F. 


47. Cas de dégénérescence. Nous venons d'établir le théoréme connu qu'on 
peut énoncer de la facon suivante: 

Toute surface hyperelliptique de rang r— 2 et de diviseur à —1 est biration- 
nellement identique à une surface de Kummer du quatrième ordre, douée de 16 points 
doubles et de 16 plans tangents suivant des coniques, qui forment la configuration bien 
connue. 

Il y a pourtant un cas d'exception, dans lequel la surface de Kummer D se réduit 
à une quadrique double Q, douée d'une courbe de diramation. 

C'est le cas oà l'on part d'une surface de Jacobi qui représente les couples 
de deux courbes elliptiques. 


Alors les courbes C de XN sont réductibles; chacune se compose d'une courbe 
elliptique C, et d'une courbe elliptique C, se coupant en un point; et C, et C, 
appartiennent respectivement à deux faisceaux elliptiques. Si l'on construit, 
comme avant, une surface image de J,, on trouve sur ® deux faisceaux linéaires 
de courbes elliptiques K,, K,, homologues aux €,, C, respectivement; une K, et 
une K, se coupent en 2 points. Or les o? courbes À, + K, seront renfermées en 
un systéme x? de courbes K de genre 3, se coupant deux à deux en 4 points; 
mais il est aisé de voir: 

1) que les K sont des courbes hyperelliptiques, puisqu'elles sont coupées en 2 
points par les courbes du faisceau | K,| ou par les courbes de |K,|; 

2) que par conséquent les courbes K passant par un point de ® passent 
par un point conjugué, deux points étant conjugués lorsqu'ils sont communs à 
une K, et à une K,; 

3) qu'à cause de cette circonstance la surface transformée de ayant comme 
sections planes les courbes K, se réduit à une quadrique double Q, ainsi que 
nous l'avons énoncé. 

Quant à la courbe de diramation sur Q. on voit d'abord qu'elle est d'ordre 
8, coupant les droites des deux systémes (génératrices ct directrices) de la qua- 
drique également en 4 points. 


I IS 
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Il y a sur F 16 points de coïncidence de 7,, et il y a 4 courbes de coinci- 
dence C, et 4 C,, qui se coupent en ces 16 points. 

Or aux 4 C, répondent 4 droites, soit 4 génératrices de Q, aux 4 C, quatres 
directrices de la même quadrique. Eh bien, il est aisé de reconnaître que ces 8 
droites forment la courbe de diramation de la surface Q, regardée comme une 
image double de ®. 


48. La surface hyperelliptique (r — 2, 0 — I) représentée sur un plan double. 
La surface de Kummer peut être projetée par un de ses points doubles sur un 
plan; on peut la transformer ainsi en un plan double, c'est-à-dire en une surface 
de la forme 
z* — f(v,y); 


la courbe de diramation du plan doubles, 
f= 0, 


se compose de 6 droites tangentes à une méme conique C. 

En cette représentation se trouve renfermé aussi le cas particulier que nous 
venons de considerer; il correspond a une dégénérescence de la conique C, consi- 
dérée comme enveloppe, c’est-à-dire au cas où f— o se compose de deux ternes 
de droites passant respectivement par deux points. 


49. La surface du quatrième ordre hyperelliptique caractérisée par ses points 
doubles. Nous venons de reconnaitre que toute surface hyperelliptique réguliére de 
rang r —2 et de diviseur 0 — r, peut être transformée en une surface de Kummer 
du 4"* ordre à 16 points doubles et 16 plans singuliers; fait exception le cas parti- 
eulier où la surface de Kummer se réduit à une quadrique double. 

Or il y a lieu de rappeler que »toute surface du quatriéme ordre possédant 
16 points doubles, posséde aussi 16 plans tangents suivant des coniques, plans qui 
forment avec les 16 points la configuration de Kummer, que nous avons définie». 

C'est là une conséquence immédiate de ce fait, que en projetant la surface 
donnée ® par un de ses 16 points doubles sur un plan double, on a sur celui-ci 
une courbe de diramation douée de r5 points doubles, qui se décompose en 6 
droites, En effet il suit de cette remarque que pour chacun des 16 points doubles 
de il passe 6 plans tangents suivant des coniques, renfermant chacune 6 points 
doubles; et partant il y a 16 plans singuliers. 

Or la configuration formée par ces plans en union aux 16 points doubles de 
D, jouit des propriétés connues de la configuration de Kummer, propriétés que 
Yon peut exprimer au moyen du symbolisme de M. Humperrt, et qui découlent, 
de la propriété fondamentale établie, savoir que: 
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il ya 6 plans il y a 6 points 
singuliers par doubles sur 
chaque point chaque plan 
double. singulier. 


Ceci pose, considérons la serie des surfaces du quatrieme ordre (de Kummer) 
douées de 16 points doubles. Cette série est o? et elle est irréductible; ainsi 
toute surface 4 dépend exclusivement de trois modules. 

En supposant ce point bien etabli, il en resulte que toute surface est une 
surface hyperelliptique de rang r —2 et de diviseur 0 — r. 

Partant, si l’on se donne une surface du quatrième ordre ® douée de 16 
peints doubles, il doit @tre possible de construire une surface de Jacobi F dont 
® est une transformee rationnelle, et telle que les coordonnees de ses points 
s’expriment par celles des points de ® à l’aide d'une racine carrée. 

Nous allons montrer comment on peut effectuer cette construction. Cela 
signifie que nous nous proposons le probleme suivant: 

Etant donnée une surface du quatrième ordre ® douée de 16 points doubles 
et par conséquent aussi de 16 plans tangents suivant des coniques (points et plans 
formant la configuration de Kummer), il s'agit d'exprimer les coordonnées des points 
de D par des fonctions © de deux paramètres. 

Ce problème peut être résolu par le procédé qui suit. 

Soit 

D(x,, 2, Ts, Li) — 0 


l'équation homogene de la surface donnée. 


Considérons une forme algébrique 
f(v,, Lo, Ta, X,) 


de degré pair 2n, que nous allons déterminer dans la suite, et construisons dans 
l'espace a 4 dimensions (y, y: Y:%,Yy;) la surface P qui est définie par 


yQo—3?, y.—9? X Wild X, Ye LA, yQ—Vf. 


Cette surface est représentée sur la surface double D; la courbe de diramation 
est donnée par f=o; toutefois il faut retrancher de l'intersection de f — o, 
(0— o, les parties qui comptent doubles. 

Nous tácherons de déterminer f de facon que la surface double ® ne possède 
d'autres points de diramation que ses r6 points doubles, et nous montrerons 
qu'en ce cas la surface F est une surface hyperelliptique de rang ı (ainsi donc, 
d’après nos hypothèses, une surface de Jacobi). 
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Il y a lieu de supposer d'abord que f ne renferme pas comme facteur une 
forme algébrique des x à une puissance supérieure à la première. 

Ceci posé considérons l’intersection de f — o, D — o: 

I) Si parmi les composantes de cette courbes il y en a une comptée 2s 
fois, cette composante ne fait pas partie de la courbe de diramation; s'il y a une 
composante comptée 2s + 1 fois, celle-ci doit être comptée comme si elle était 
simple. 

2) Si f=o renferme un point double, O, de ®, et si toute droite du cône 
tangent par O a, en O, s intersections avec f — o, il arrive que le domaine du 
point O sur ® doit étre regardé comme une courbe de diramation infiniment 
petite de ®, lorsque s est impair; au contraire si s est pair, ce méme domaine ne 
constitue pas une courbe de diramation de ®. 

Cette remarque se raméne à la premiére en effectuant une transformation 
birationnelle de l'espace (x), de facon que le point O soit transformé en une courbe. 

3) La surface F peut étre réductible en deux parties dont chacune soit 
représentée simplement sur @. En ce cas il n'y a pas des points de diramation 
sur la surface double ®. 

Ceci posé, rappelons les propriétés de ia configuration de Kummer appar- 
tenant à ®. On sait qu'il y a des tétraèdres de Rosenhaim se composant de 
4 plans tangents suivant des coniques, qui renferment dans leur ensemble les 16 
points doubles de la surface. 

On peut supposer d'avoir pris un tétraédre de Rosenhaim comme tétraédre 
fondamental pour le systéme des coordonnées auxquelles nous nous rapportons, 
soit 

9, Uy Ly a — O. 
Posons 


Va 
et considerons la surface F definie par les equations 
(3) Yr = X1, Ya Ya VaX, Yi its Ys— Vf. 


Comme f=o est tangent à ® suivant les 4 coniques situées dans les plans 





= Up. 2-05 vr 





on voit que ces coniques ne sont pas des courbes de diramation de la surface 
double $, leurs points étant des points critiques apparents. 
Au contraire fo a en chaque point double de ® une multiplicité r ou 3, 


et n'a aucun contact particulier avec les droites du cône tangent à D en ce 
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point; ainsi done le domaine de tout point double de ® doit être regardé comme 
une courbe de diramation infiniment petite. 
Il s'ensuit d'abord que la surface F décrite par le point (y) est irréductible. 
Evalvons les genres de F. 
D'abord on aura 
Dr Pat. rS 


c'est là une conséquence immédiate de ce qu'aux sections planes de 4» corres- 
pondent sur F des courbes de genre 5 se coupant deux à deux suivant de groupes 
canoniques de 8 points. Aux courbes de diramation infiniment petites constituées 
par les domaines des points doubles de ®, répondrons sur la surface F, ou sur une 
transformée de celle-ci, des points simples ou des courbes exceptionnelles.! 

Pour caleuler le genre numérique p, de F, nous considérerons l'invariant 
de ZEUTHEN-SEGRE 

JI —1295— pU +9 

où (étant P;— 1) le genre linéaire 


pur. 


La valeur de cet invairant pourra être déduite de celle qui appartient a 
l'invariant analogue de ®, qui est 


Il —= 20). 


On sait que l'invariant /' peut être évalué de la facon suivante: 
Considérons un faisceau de sections planes C de la surface D. Elles sont 
de genre 1 — 3 et il y a n — 4 points-base, partant 





I'—à—mn-— 4 — à — 16; 


à désigne ici le nombre des courbes C douées d'un point double, mais les sections 
planes C qui passent par un point double de ® comptent deux fois dans ce 
nombre. 


Ainsi On à 
N : Yi 
0'— 2.6 +40, 


où 0! = 4 est la classe de la surface, et on retrouve la valeur de Ji 
? 
208 G 


Aux courbes C correspondent sur F des courbes K de genre IT — 5; formant 


! Autrement ces courbes seraient des courbes canoniques proprement dites (ExRIQuES »Ri- 


cerche di Geometria sulle superficie algebriche» Accad. Torino Mem. 1893, VI) tandis que F 
ne renferme pas de telles courbes (Pj = 1). 
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un faisceau qui a N — 8 points-base. On aura 





I=4—_ N 4AU=4—28, 


où ./ désigne le nombre des courbes K de notre faisceau qui sont douées d'un 
point double. 

Or, parmi ces courbes K, il y en a d’abord 0! — 4 douées chacune de 2 points 
doubles, correspondant au point double de la courbe homologue C; en second 
lieu il y a 16 K correspondant aux C qui passent par les points doubles de ®, 
et douées chacune d’un point double tombant en un point simple de F (ou d’une 
surface transformée de celle-ci). Il s'ensuit 


A = 2.4 + 16 = 24 
IS (= 12 Pa + 8) 
Pa = — I. 


On conclût que la surface F, ayant les genres 
Pa——1, Pg—P,=1, 


est une surface hyperelliptique de rang r (n. r6). 

Ainsi notre probleme se trouve résolu, au moins théoriquement. En effet 
il est aisé d'exprimer les coordonnées des points de ® en renversant les formules 
(3), ce qui se fait rationnellement; en suite il faudra construire les deux intégrales 
simples de première espèce u, v attachées à F; les coordonnées des points de @ 
seront des fonctions hyperelliptiques de w, v. 


50. Surfaces hyperelliptiques de diviseur à > 1. Passons maintenant aux sur- 
faces hyperelliptiques régulières de rang r — 2 et de diviseur à > 1. 

Toute surface ® de cette espèce correspond à une involution J, sur une 
surface hyperelliptique de rang 1 et de diviseur 0. 

L'involution 7, est engendrée par une transformation de r'* espèce: 


utu=h 

v+v=u, 
par rapport aux périodes 

TOG) 2 


Par conséquent on a, comme pour à =1, 16 points de coincidence de 7, qui 
tombent en les points M. 

À + w, u + o, (w,, to, périodes 

; simultanées) 


> > 
€ - 
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Or il y a sur F; un système c? de courbes C, de genre 2, douées de 0 — 7x 
points doubles, se coupant deux a deux en 20 points. Ce systeme est invariant 
par rapport a toute involution J, de r'* espèce. 

Aux couples de courbes Cy conjuguées par rapport à J,, correspondent, sur 
une surface ® image de /,, des courbes de genre 2, se coupant deux à deux 
en 40 points et douées de 20 — 1 points doubles. La surface ® étant régulière, 
ces courbes seront renfermées dans un même système linéaire æ2+! de genre 
20 +1 et de degré 40. 

On peut supposer que @ soit transformée en une surface de l'espace S554; 
de telle facon que ses sections hyperplanes soient les courbes de genre 2 que nous 
venons de nommer. 

Alors ® sera une surface d'ordre 40, dont les sections hyperplanes sont des 
courbes canoniques; elle aura 16 points doubles correspondant aux r6 points de 
coincidence de J, sur F5. 

Il y aura en outre 16 hyperplans singuliers touchant ® suivant des courbes 
rationnelles normales d'ordre 20; ces hyperplans correspondent aux r6 courbes 
C qui sont transformées en elles-mêmes par Z,. 

Les points et les hyperplans singuliers de la surface ® en $»,,; formeront 
une configuration qui pourra étre représentée par le méme symbolisme de M. 
HUMBERT, que nous avons adopté pour la configuration de Kummer. Ce sym- 
bolisme exprime en effet les propriétés fondamentales suivantes: tout hyperplan 
singulier renferme 6 points doubles, deux hyperplans ont communs (outre que 
à — r1 points simples de la surface) deux points doubles et correlativement. A ce 
symbolisme on est aussi amené par la représentation paramétrique de la surface. 
C'est ce qu'on exprimera en disant que ces points et ces byperplans forment une 
configuration semblable à celle de Kummer. 

Ainsi nous pourrons énoncer le théorème suivant: 

Toute surface hyperelliptique régulière de rang vr — 2 et de diviseur 0 > 1 peut 
être transformée en une surface d'ordre 40 à sections de genre 20 + 1 en Soo41, sur- 
face possédant 16 points doubles et 16 hyperplans singuliers qui la touchent suivant 
des courbes rationnelles normales d'ordre 20; ces 16 points et ces 16 hyperplans sin- 
guliers forment une configuration semblable à celle de Kummer pour à — x. Crest 
pourquoi on dira aussi que ® est une surface de Kummer généralisée. 

Remarque. Il est aisé de reconnaître que pour d > r la surface ® ne dégé- 
nére pas en une surface double, méme dans le cas auquel donne naissance une 
courbe de genre 2 réductible. 


ol. La surface hyperelliptique d'ordre 40 en So541 caractérisée par ses points 
et ses hyperplans singuliers. Nous venons de prouver que toute surface hyperel- 
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liptique régulière de rang r—2 et de diviseur à » 1 peut être transformée en 
une surface d'ordre 40 de S251, douée de 16 points doubles et de 16 hyperplans 
singuliers, qui touchent la surface suivant des courbes rationnelles d'ordre 26 for- 
mant une configuration semblable à celle de Kummer. 

I y a lieu d'établir la proposition réciproque suivante, qui est d'ailleurs 
analogue à celle que nous avons établie pour à — r. 

Toute surface 4,5 d'ordre 40 en Sssz1, douée de 16 points doubles et de 16 
hyperplans singuliers formant une configuration semblable à celle de Kummer, est 
une surface hyperelliptique de rang 2 et de diviseur 0. 

Il suffit de répéter ici la démonstration que nous avons développée pour 
) — r. On construira ainsi une surface F représentée sur (^, comptée deux fois, 
ou il y aura 16 points de diramation qui tomberont en les 16 points doubles: il 
s'ensuivra que la surface F aura le genre géométrique p, — 1 et le genre numéri- 
que p, — —r. Comme il n'y aura pas d'ailleurs des courbes pluricanoniques, F 
sera une surface hyperelliptique de rang r (n. 16). Quant à son diviseur il est 
aisé de reconnaitre qu'il aura la valeur 0, ou tout au moins qu'il sera < 0. 

La surface hyperelliptique ®,, peut être caractérisée aussi d'une autre facon 
remarquable. Rappelons d'abord que le systéme linéaire des sections hyper- 
planes de , 5 correspond à un système linéaire de 7; auquel appartiennent les 
couples de courbes C5 + C'; conjuguées par rapport à Vinvolution /,, système 
qu'on peut désigner par |C5 + C's]. 

Or ce système est renfermé dans un systeme linéaire complet |2 C; | qui a la 
dimension 40 — r. 

On peut supposer que le système |20,| soit découpé sur F, par les hyper- 
plans d'un espace $4; ;. Alors l'involution J, sera engendrée par une homographie 
de cet espace, homographie qui laisse invariant la surface Fy. 

Parmi les hyperplans de S451, il y en a »*°+! découpant sur P; les courbes 
du systeme |C + C';|; ce sont des hyperplans doubles pour notre homographie . 
involutoire. Il y aura done une seconde série o??— de hyperplans doubles cou- 
pant sur F, o— courbes unies par rapport à J,. 

Ces 22-3 courbes unies forment un système linéaire qui a r6 points-base, 
tombant en les 16 points doubles de /,. 

En correspondance à ces courbes on a sur #49 un système linéaire de courbes 
passant par les 16 points doubles de la surface, et telles que comptées deux fois 
appartiennent au systéme complet double de celui qui est découpé par les 
hyperplans. En se rappelant que ce systéme double est découpé tout entier 
par les quadriques de S3541,' on voit que les courbes nommées ci-dessus sont 





1 Qfr. ExRiQUES »Ricerche...» l.c. (8 V, 5. 
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de 


de la surface. 


in 


courbes de contact de o7^—? quadriques passant par les 16 points doubles 


Ainsi done: 

Toute surface hyperelliptique Dis de S24; (0>1) possède w—* quadriques 
passant par ses 16 points doubles, qui la touchent suivant une courbe d’ordre 40. 

Réciproquement toute surface d’ordre 40 de S254, à sections de genre 20 + 1, 
possédant 16 points doubles et une quadrique tangente suivant une courbe d’ordre 40 
qui passe par ces points, est une surface hyperelliptique. 

En effet en désignant par z;(2— 1, 2,...20 + 2) les coordonnées homogènes 
des points de la surface, et étant f(x;) — o l'équation de la quadrique considérée, 
on voit que la surface : 
Yi Xi, 2043 = | | 
est une surface hyperelliptique de rang 1 


(Pa = — 1, Pa = P,==1). 


Maintenant une question se pose: l’existence de quadriques tangentes qui 
passent par les 16 points doubles de la surface ®;,, ne serait-elle une conséquence 
de ce que la surface posséde 16 points doubles? 

Sil en est ainsi les surfaces hyperelliptiques 4) (pa — p; — P, = 1) seraient 
caractérisées tout simplement par la propriété d'avoir 16 points doubles, ainsi 
que celà arrive pour à — r. 

Nous croyons qu'on doit répondre par l'affirmative à la demande posée 
dessus. Cependant pour établir ce beau théorème, il faudrait pouvoir calculer en 
général le nombre des modules dont dépendent les différentes familles de surfaces 
de genres p, = p; — P, — 1, familles qui se distinguent d’après la valeur d'un entier.! 

Or c'est là une question délicate qui demeure en suspens. 

Partant nous nous bornerons à remarquer que: 

Toute surface d'ordre 8 de S,, ayant les sections hyperplanes de genre 5, et 
possédant 16 points doubles, est une surface hyperelliptique. 

C'est ce qui découle d'un compte de modules, qui se fait ici d'une facon 
immédiate. En effet les surfaces d'ordre 8 dont il est question, sont chacune 
intersection compléte de trois quadriques, c'est-à-dire surfaces-base d'un réseau; un 
tel réseau dépend de 19 invariants (modules de la surface-base) ; 16 points doubles 
entrainent autant de conditions, ce qui réduit à 3 le nombre des modules. 


52. Surfaces hyperelliptiques du quatrième ordre (0 > 1). Les surfaces hyperel- 
liptiques régulières de rang r — 2 et de diviseur à > ı ont été l'objet de plusieurs 


1 Cfr, Exriques »Ricerche...» l. e. (S III, 6) 


Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 353 


Notes et d'un Mémoire de M. TRAYNARD,! qui en se plaçant dans les premiers 
cas Ó —2, 3, 4, a étudié notamment les surfaces d'ordre 4 que l'on obtient par 
projection des surfaces @,, considérées ci-dessus. 

D'autres remarques concernant ces mémes surfaces ont été faites par M. 
Remy,” qui en particulier a rencontré toute une série dénombrable de surfaces 
hyperelliptiques de diviseur 0 :, se ramenant à des surfaces d'ordre 4 douées 
de 15 points doubles. 

A notre point de vue la question de déterminer les surfaces hyperelliptiques 
du quatrième ordre (de rang r — 2 et de diviseur 0 > 1), peut être traitée de la 
facon suivante. 

I] s'agit de déterminer les types projectivement distincts de surfaces du 
quatriéme ordre, qui résultent d'une transformation birationnelle, en partant d'une 
surface donnée Du. 

Or le système linéaire transformant pourra être découpé sur 4) par des 
variétés d'un certain ordre y, se comportant dans les 16 points doubles de la surface 
comme si ceux-ci étaient des points multiples d'ordre z;(? — 1, ... 16). La dimen- 
sion d'un tel systéme est 


et son degré est 


en égalant ce degré à 4, ou la dimension à 3, on tombe sur l'équation arithmétique 


2/012 ST 2. 


On peut avoir aussi d'autres surfaces du quatrième ordre transformées de 
y, qui ne sont pas obtenues par un système transformant multiple du système 
des sections hyperplanes de @,), tel que le système que nous venons de considérer. 

En tous cas, en rappelant le théorème du n. 27 concernant les surfaces de — 
Picard, il est aisé de reconnaitre que, si les modules sont arbitraires, le systéme 
découpé sur la surface du quatrième ordre par les quadriques, sera représenté 
sur Q4, par. un système découpé par des variétés ayant dans les points doubles une 
certaine multiplicité, et n'ayant d'ailleurs des courbes-base. 


Ainsi done on tombe sur la discussion arithmétique de l'équation 





BON) DU 
i=1 


1 Comptes rendus: 1904, I p. 339, II p. 719: 1905, I p. 218, 931. Annales de l'Ecole 
normale 1907, pg. 77. 

? Comptes rendus: 1906, I p. 768, II p. 767. Bulletin de la Soc. Math. de France: 1907, p- 53. 
45 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 5 août 1909. 
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La question de déterminer toutes les surfaces hyperelliptigues du quatrième ordre 
de diviseur 0>1, dans le cas de modules arbitraires, se ramène à la discussion de 
celte équation de Pell généralisée. Il faut néanmoins tenir compte de certaines 
inégalités qui expriment l'irréductibilité du systeme transformant considéré, et 
qui, dans un cas particulier, ont été étudiées de pres par M. Remy. 


53. Quelques remarques au sujet du problème qui a pour objet de reconnaître 
si une surface donnée est hyperelliptique. Soit une famille de surfaces algébriques 
dépendant de trois modules; si ces surfaces sont hyperelliptiques de rang r> 7, 
elles seront des surfaces regulieres de rang r— 2, birationnellement identiques a 
des surfaces de Kummer généralisées, c'est-à-dire, à des d, pour une valeur 
convenable de à. 

Ainsi done la question de reconnaître si une surface donnée (dépendant de trois 
modules) est hyperelliptique de rang v > 1, se ramène à celle de reconnaitre l'identité 
birationnelle de notre surface avec un type de surfaces, qui vient caractérisé à un point 
de vue invariant par l'existence d’un certain groupe de courbes (le groupe qui cor- 
respond à celui des points doubles et des courbes de contact des hyperplans 
singuliers de 4 ,). 

Partant, aprés avoir reconnu que les genres de la surface donnée sont tous 
égaux à r(p,— Py— P,—1), il s’agira d'exprimer que la surface renferme un 
certain groupe de courbes rationnelles (de degré — 2). 

Or d'après un théorème de M. Severt, qu'il a récemment complété, toutes 
les courbes appartenant à une surface régulière, peuvent être obtenues par addi- 
tion et soustraction en partant d'un nombre fini de systémes linéaires. Par ce 
procédé la question posée se ramène à la discussion arithmétique d'un système 
d'équations quadratiques. 

Ces remarques suffisent à montrer quel est en général le caractère du pro- 
blème qui a pour objet de reconnaître si une surface donnée est hyperelliptique 
de rang r>ı. On serait amené toujours à des discussions analogues, dans le cas 
de surfaces régulières correspondant à des © dont les modules satisfont à des 
relations particuliéres. 

Lorsqwil s’agit de surfaces irréguliéres, la question devient beaucoup plus 
simple et, comme nous aurons lieu de le montrer, on arrive à définir les surfaces 
hyperelliptiques irregulieres par les valeurs de certains caractéres invariants. 
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VI. Surfaces hyperelliptiques irrégulières de rang 7 > 1. 


54. D'après les nn. 31, 36 toute surface hyperelliptique irrégulière de rang 
r>1, est une surface elliptique de genres 


pg = 9, Du 


renfermant deux faisceaux de courbes elliptiques. 

Le théoréme fondamental que nous avons établi au n. 44, permet de dé- 
terminer toutes les familles birationnellement distinctes de surfaces hyperellip- 
tiques irréguliéres, et cette analyse, en laquelle nous avons été précedés par 
MM. Bacnera et DE FRANCHIS, amène à trouver toutes les surfaces elliptiques 
renfermant deux faisceaux de courbes elliptiques. 

De notre cóté, et d'une facon indépendante de ces recherches, nous avons 
établi la classification des surfaces hyperelliptiques irrégulières en tächant de 
démontrer directement la réciproque de la proposition du n. 36; il s'ensuit que 
les surfaces hyperelliptiques irréguliéres correspondent aux valeurs 


141—129 AO 


du rang r, et qu’elles peuvent étre définies d’apres les valeurs de leurs plurigenres. 
On a ainsi le théoréme fondamental suivant. 
Toute surface de genre arithmétique p, ——1 et dont le genre et les pluri- 
genres géométriques ont les valeurs o, 1, est une surface hyperelliptique. Le 
tableau des familles différentes correspondantes 4 ces hypotheses, se trouvera in- 


diqué en détail au n. 57. 


55. Rappel de quelques notions concernant les surfaces elliptiques. ll faut 
rappeler d'abord quelques propriétés des surfaces elliptiques de genre p, — o.! 

Il y a sur toute surface de cette famille un faisceau elliptique de courbes 
C de genre x >0, et un faisceau rationnel de courbes elliptiques K; une courbe 
C et une courbe K se coupent en un certain nombre n de points, et ce nombre 
vient appelé le déterminant de la surface. Nous considérerons en particulier le 
cas sr — r, qui nous interesse ici. 

Toute surface elliptique de genre p, — o et de déterminant n, peut étre re- 
présentée sur un cylindre elliptique, multiple suivant le nombre m, 


q (x,y) —o; 


1 Cfr. Exriques, Rendiconti del circolo mat. di Palermo, 1905. 
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il y aura sur ~ une courbe de diramation formée par les courbes 


à compter respectivement suivant les ordres 
$1; Spore Ste 


Si la surface elliptique doit renfermer un faisceau elliptique de courbes C 
de genre 1, on aura 


NS I 
S;— 
EL 





et par suite l'on tombera nécessairement sur un des cas suivants: 





a) L— 45.81 — $3; —IS4 — 81 — 2, n—20 





(0 étant un entier à priori quelconque). 

La surface ainsi définie dépend de deux modules c'est-à-dire du module de 
g et du rapport anharmonique (a,a,a,a,). Les valeurs de ses genres et de ses 
plurigenres sont données par la formule de ENRIQUES (I. c. § 8): 


t 
Pm =1+m(t— 2)— X oi, 


oü o; est un entier satisfaisant aux conditions 


m m 
TOMOS nl 
Si S; 
et où l'on prend P, — o lorsque le second membre de la formule résulte négatif. 
On obtient ainsi 

Da m, Paizı —0, Po; =1. 


Réciproquement ces valeurs suffisent à caracteriser les surfaces elliptiques dont 
il s'agit. Il suffit méme de savoir que 





jp == fy n=O, JP = IP, = x. 





En effet étant p,— — I, py—o, on a une surface elliptique dont les plurigenres 
peuvent être calculés d’après la formule citée d'Enriques. Or si P, =t—3=1, 
il suit t=4; et si P,— r, étant s; —2, il suit 


UD) 








b) pp She, P= s. 
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La surface ainsi définie dépend d’un module, c’est-à-dire du module de % 
(les courbes C sont en ce cas équianharmoniques). 
On a 


Pa—= —I, P3i41 = Paso — 0, Pat. 


Ces valeurs des invariants suffisent à caracteriser les surfaces dont il est 
question. Il suffit même que l’on ait 

















= J, =x, Je 
car d’après la formule habituelle on en déduit dp 
c) (A.X = 25 = = 4, gh 
La surface ainsi définie — renfermant un faisceau de courbes harmoniques 


C — dépend d'un module. On a 











filz; = > hg Pape Paire Pits OR; I. 





Ce 


dont il est question. Il suffit méme que l'on ait 


valeurs des invariants suffisent à caracteriser les surfaces elliptiques 





Pa itp UP IO, nie 

















d) (=>) 3, —25 6, — 3, S40, RR 
La surface ainsi définie — renfermant comme dans le cas b) un faisceau de 
courbes équianharmoniques — dépend aussi d’un module. On a 
Pa G, Dese Dig aeg — On here 


Ces valeurs des invariants caracterisent les surfaccs elliptiques dont il s’agit. 
Il suffit même que l’on ait: 











Pa - TID IP Ian 0, P,=1. 


3 


Dans’ ce cas la discussion relative est peut-étre moins simple et par suite 
nous l'exposons ici brièvement. 

Étant P,—o et par suite p,—o, il s’agit d'une surface elliptique. La re- 
lation P, — o amène {— 3, tandis que la relation P, — 1 donne 


«) 8>3 W=1,2,3) 
ou 
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Ceci posé, remarquons que P, — o, car s'il était P,>o, étant P,=1, on aurait 
P,— 1. La relation P, — o jointe aux «) 8), donne respectivement. 


87) == 3 MEN) BH HH— Bo 82 4. 


, 1 
TN SN 9c 


Comme les valeurs «') «') donnent P,— r, la relation P, — o rend possible 
seulement l'hypothése 3'). Enfin la relation P,, — o nous montre qu'il doit être 
84 — 6. 


56. Construction d'une surface de Picard représentée sur une surface elliptique 
multiple renfermant deux faisceaux de courbes elliptiques. Soit D (x,y,z) = o l'équa- 
tion d'une surface elliptique d'ordre m — douée de singularités ordinaires — 
appartenant à un des types a) b) c) d) envisagés au n. préc., et soit X (x,y,z) — o 
l'équation de la surface r-adjointe d'ordre r (m — 4) attachée à D, où r(— 2, 
3, 4, 6) est l’indice du premier plurigenre différent de zéro. 

Envisageons la surface F représentée par les équations 


[4 (x,y,z) = o, 


(1) lur— X (x, y,2), 


x,y,2,u étant les coordonnées d'un point d'un espace à quatre dimensions. Nous 
prouverons que les courbes coupées sur F par les hyperplans parallèles à la 
droite u, sont des courbes irreductibles se coupant deux à deux suivant des groupes 
canoniques. 

Ce résultat étant établi, on aura à considérer une correspondance (r, ») entre 
les surfaces irréductibles ®, F; dans cette correspondance il n’y a pas de points 
de coincidence, car la X — o ne coupe la  — o hors de la ligne double de @, 


y 
et par suite sur la surface le radical V X (w,y,z) ne présente aucun point de dira- 
mation effective. D'après une formule de M. SEvERT! on pourra pourtant cal- 
culer le genre numérique p, de F; on trouve ainsi p,— — ri. Comme la F 
vient renfermer des courbes plurieanoniques d'ordre zéro — transformées des 
courbes plurieanoniques de d» — elle sera ou bien une surface elliptique de genre 
Pg = 0, ou bien une surface ayant les genres py — 1, pa — — I et la courbe cano- 
nique d'ordre zéro. La premiére hypothése s'écarte tout de suite en se rappelant 
que F renferme un systeme linéaire dont la série caractéristique est canonique; 
on en déduit que F est une surface hyperelliptique de rang I, c'est-à-dire une 
surface de Picard (ou de Jacobi). 





! Rendiconti del R. Ist. Lombardo, (2), t. 36, 1903. 
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D’apres la definition du rang, r désignera le rang de la surface hyperellip- 
tique ®. 

Il s'agit maintenant d'établir que les sections hyperplanes de F, sont irre- 
ductibles, et de déterminer leurs mutuelles intersections. Soit z— z, un hyper- 


^" 


J 


plan parallèle à la droite w et envisageons la courbe gauche I’, qui est représen- 


tée par les équations: 


22,92%) 9, 
(2) | Les 

USER (asap eme 
Considérons le faisceau | ^| coupé sur le cylindre ® (z,5,2,) — o par le faisceau de 


surfaces 


qu E A osos 


Pour 4 — o on obtient la courbe D(x,y,2,) =o, que nous désignerons par C, 
à compter r fois, et les génératrices à l'infini du cylindre, formant un groupe que 
nous désignerons par J, dont chacune doit étre comptée r(m — 5) fois. Pour 
À— on obtient le groupe H formé par les couples de génératrices qui coinci- 
dent avec les génératrices doubles du cylindre, dont chacune doit être comptée 


r fois. On en tire que les courbes 
(3) rO-Er(m-su,TH 


appartiennent totalement au faisceau ||. Comme ces courbes n'ont pas des 
parties communes, si le faisceau | I| est réductible, en vertu d'une proposition 
connue de MM. NorrHer et ENRIQUES, toute courbe [^ sera composée par un 
certain nombre A1 de parties irréductibles ./, formant une involution d'ordre A 
dans un faisceau |.7|; celui-ci sera linéaire puisque sur le cylindre on n'a pas des 
faisceaux irrationnels différents du faisceau des génératrices. Les courbes (3) : 
donneront des éléments multiples de cette involution. Il s'ensuit que r est egal 
à un multiple Al de À (r — Al, r» 0), et que les courbes /C + L(m — 5) I, IH sont 
des courbes .4. 

Pourtant les groupes coupés par ces courbes sur une section plane C, du 
cylindre seront équivalents. Or la courbe /C -- (m — 5) 7 coupe sur une C, un 
groupe équivalent à la section sur €, d'une courbe d'ordre / (m — 4), et la courbe 
IH rencontre C, suivant les 2d couples coincidant dans les d points doubles de 
C,, à compter chacune / fois. On en tire aisément que le multiple d'ordre 7 du 
groupe coupé par une droite sur une section plane de notre surface ®, est équi- 


valent à un groupe /-canonique. 
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Cette conclusion est absurde, car le plurigenre P; de ® résulterait > o, tandis 
qu'on a supposé que P, soit le premier plurigenre non nul. Partant h — 1 et les 
courbes (2) sont irréductibles. 

Il nous reste à montrer que les plans paralléles à la droite w coupent sur 
la courbe I” des groupes canoniques. La courbe [' étant l'intersection complete 
d'une surface d'ordre m, G(x,y,z,)- 0, et d'une surface d'ordre r(m — 4), 
u^ — X (x. y,2,), on pourra couper sur I” la série canonique au moyen des surfaces 
— adjointes à J’ — d'ordre (r + 1) (m — 4) ayant la multiplicité s, + s, — 2 en 
tout point s,-ple pour 9 — o et s,-ple pour «"— X (NOETHER). 

Pour plus de clarté nous développerons le raisonnement dans le cas de r— 2. 

Comme dans le sommet OÖ, du cylindre on a s, — m, s, — 2m — xo, les sur- 





faces d'ordre 3(m— 4) adjointes à I’, auront en ©, un point multiple d'ordre 
3(m —4) et par suite elles seront des cylindres ayant le sommet O,. A tout 
point double de la courbe 4 (x,y,2,) — o correspond un point P quadruple par 
rapport à I’: deux branches de 7' étant tracées sur une nappe du cylindre et 
deux branches sur l'autre. On en tire que les cylindres adjoints à 1° doivent 
passer doublement par tout point P, c'est-à-dire qu'ils doivent étre des cylindres 
biadjoints au cylindre 4. 

Il est maintenant nécessaire de bien fixer le comportement de ces cylindres 
en O,.. La courbe I’ passe par ce point avec la multiplicité 2m (m — 5) et y 
possède m tangentes distinctes, qui sont les génératrices à l'infini du cylindre 9. 
On voit aisément qu'en correspondance de chacune de ces tangentes, J” possède 
un point 2 (m — 5)-ple et m — 5 points doubles successifs, qui tombent en des 
points doubles de la surface # — X. On en tire que les cylindres adjoints à 1° 
passent simplement par chacun de ces points, c'est-à-dire qu'en correspondance 
de chacune des m tangentes ils ont avec /' la multiplicité d'intersection 
2 (m — 5) (35m — 1r). 

Or les conditions définissant un cylindre adjoint à I’, sont satisfaites en pre- 
nant le cylindre formé par X — o, par le plan à l'infini compté m — 5 fois et 
par un plan passant par O,; on en conclut que ce plan coupe sur J’ un groupe 
canonique. 

Lorsque r prend une quelconque des valeurs restant (3, 4, 6) on voit ana- 
loguement qu'une surface d'ordre (r + 1) (m — 4) adjointe à I’, est formée par le 
cylindre X — o, augmenté du plan à l'infini compté m— 5 fois et d'un plan ar- 
bitraire passant par O,; et l'on arrive en conséquence à la méme conclusion que 
ci-dessus. 


En nous résumant et en rappelant que les surfaces hyperelliptiques de rang 
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I sont caracterisées par les valeurs p, — 1, p, — P,— 1 des invariants (n. 16), 
on peut énoncer le théorème suivant: 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une surface irrégulière D soit 
hyperelliptique, peuvent être exprimées en disant que la surface a le genre numérique 
Pa — — 1 et que ses plurigenres P; (à — 1, 2,...) prennent les valeurs o, 1. 

En désignant par v le rang de D, on a r — 1, 2, 3, 4, 6, et ces différents cas 


sont caractérisés par les valeurs suivantes des genres et des plurigenres: 


= 


Or 9, PAT 

D D; O0, BR 1 
DNS eee. rcc 

pes VEN IG e I 

yz. == IP, =O, Mei 
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. Détermination de la valeur du diviseur 0 appartenant aux surfaces hyper- 
elliptiques irréqulières. — Types des substitutions linéaires sur u,v qui correspondent 
à ces surfaces. — En nous appuyant sur le théoréme établi au n. préc. nous 
pouvons déterminer aisément toutes les classes distinctes de surfaces hyperellip- 
tiques irréguliéres, ce qui revient à caleuler les valeurs qu'on peut donner à leur 
diviseur 0. On retrouvera ainsi sous une autre forme, les résultats d'une classi- 
fication établie directement par MM. BAGNERA et DE FRANCHIS.* 

Designons par d le diviseur de la surface hyperelliptique F de rang 1, re- 
présentée, d’après le n. préc. sur la surface r-ple ®, de rang r. Aux deux fais- 
ceaux de courbes elliptiques de ®, correspondent sur F deux faisceaux de courbes 
elliptiques, c’est-à-dire qu'il y a deux intégrales elliptiques u,v attachées à F. 

Les groupes de r points de F correspondant aux points de ®, ne peuvent 
pas être ramenés en eux-mêmes par une transformation de 2"* espèce de la 
surface, car autrement on pourrait construire une autre surface F' de rang r 
représentée sur la surface r'-ple ® (r' étant un diviseur de r), et cela de facon 
qu'il n'y ait pas sur ® des points de diramation, de sorte que le plurigenre P, 
de ®, aurait la valeur P, — r, tandis que P, est le premier plurigenre non nul. 

On en tire que linvolution J, image de ®, est engendrée sur F par un 
groupe G, de transformations birationnelles de F en elle-méme (n. 44), et que 
le diviseur de ® est égal au diviseur à de F. 

Les transformations de G, seront représentées par des substitutions de la 


forme 


! Nous avons déjà publié ce résultat dans les Atti della R. Ace. dei Lincei (séance du 5 
janvier 1908). 
2 Atti della R. Acc. dei Lincei, 21 Avril 1907; n® 5. 
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(4) u=utk, v —uv, (u——1:,e3, e 3,1), 


u — const., v — const., étant les faisceaux elliptiques de # qui correspondent re- 
spectivement au faisceau elliptique et au faisceau rationnel de ®. 1] s'ensuit que 
G, est uu groupe cyclique (et l'on retrouve ainsi que r= 2, 3, 4, 6). 

Quant à la constante k, elle devra être déterminée de facon que rk, et non 
r'k(r' <r), soit une période de l'intégrale elliptique w; autrement G, renfermerait 
une transformation non identique 


quique) 


et il y aurait la courbe de coincidence v (u — 1) — o, c’est-à-dire que J, serait 
représentée par une réglée. 
Ceci posé examinons les différents cas correspondants aux valeurs de r. 
Premier cas: r —2. Le groupe G, est engendré par la substitution 


S). -—4-4$--—» 


( étant une période de lintégrale elliptique w. On a par suite sur F la trans- 
formation birationnelle 


T) w=u, v -—-—^ 


qui possède une courbe de coincidence (v=o). Pourtant sur toute courbe # — 
const. la T donne une série linéaire g; douée de 4 coincidences. Comme la 
courbe de coincidence de la 7' est composée par un certain nombre y de courbes 
v — const, — parmi lesquelles la v— o — en désignant par v le nombre des in- 
tersections de deux courbes u — const. v = const., nous aurons nécessairement 


TE 
et par suite 








T—=T, Y= 4; $—2,9—2; A, Y=T. 


a) æ—1, y=4. La surface F est alors la surface de Jacobi qui correspond 
à une courbe de genre deux décomposée en deux courbes elliptiques, et par con- 


séquent on a le tableau des périodes 


Effectivement dans ce cas la substitution 


6 
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engendre sur F une involution représentée par une surface elliptique ayant 
2, 0. 

b) t—y—2. On a sur F deux faisceaux dont les courbes se coupent en 
deux points. Demontrons que la Fsa le diviseur 2. Soit en effet 


UV, Wy, (5 Wy, 


Did Wh (dhe fa 


le tableau des périodes normales des intégrales w, v, les indices 1, 3 et 2, 4 étant 
associes. 

L’involution J, engendrée sur F en coupant deux à deux les courbes des 
deux faisceaux, sera représentée par une substitution de 2"* espèce de la forme 


car le premier couple (w,0,) des périodes normales peut être choisi arbitrairement. 


Comme J, est identique à une surface de diviseur 1 — la surface des couples de 
points de deux courbes elliptiques — on pourra conclure que le tableau 
Oy 


(05202 2.0) 


t) 


i 
2 


S I 
doit se rapporter à une surface de diviseur r, et par suite que 


() [/ 
— 4, — 3 — + 0 0, — c, 0, — o. 
Cette relation montre que notre surface F a le diviseur d — 2. 

De la forme des périodes de la surface de JaAconr représentant J,, on tire 
que les périodes normales de w, v, sur la surface F, au moyen d'une substitution 


linéaire sur w, v, peuvent se réduire à la forme 


tS 
tN 


D |H 
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On voit que la substitution 


I 


i I 
“L=ut—, qu 


engendre sur F une involution représentée par une surface elliptique ® de rang 
r —2 et de diviseur 0 —2. 

©) v—4, y —1. Sur la surface # qui se rapporte à ce cas, considérons l'in- 
volution J, qu'on obtient en coupant deux à deux les courbes des deux faisceaux 
u — const., v —const.; cette involution peut aussi être engendrée par un groupe 
I’, de transformations de 2"* espèce qui ramènent en elle-même la courbe de 
coincidence de la transformation 7 et par suite la transformation T elle-même. 

En multipliant 7 par les transformations de 1°, on engendre un groupe I’, 
formé par des transformations permutables involutoires. 

En substituant à 7 la transformation S, dépourvue de coincidences, nous 
obtiendrons un groupe ./, en isomorphisme oloédrique avec I’,. Sur la courbe 
v— 0 qui reste invariant vis-à-vis des transformations de ./,, ce groupe donne 
lieu à un groupe .7/, engendrant une involution elliptique y!. Comme 4', est 
isomorphe à 4,, ./, renfermera 7 transformations involutoires de 2"* espèce sur 
v=o, tandis que sur une courbe elliptique on ne trouve que 3 de telles trans- 
formations. — On en conclut que le cas c) est impossible. ! 


Deuxième cas: 7— 3. Le groupe G, est donné par 
7 ( 22i 
S) esl co v —EV edant) 


f) étant une période de l'intégrale elliptique w. On a la transformation 
I, cu mm D SS BD, 


possédant une courbe de coïncidence, dont fait partie la v — o. Sur toute courbe 
4 — const, T donne une série gj, douée de 3 points triples. En désignant par 
y le nombre des courbes v — const. qui forment la courbe de coincidence de 7, 
et par x le nombre des points communs à «= const., v — const., on a par suite 


! On peut construire aisément des surfaces pour lesquelles w=4, y=1 et qui renfer- 
ment des groupes du type /'; telle est p. ex. la surface de Jacogı correspondant au tableau 


Mais sur cette surface on n'a pas des transformations involutoires sans coinci- 


dences du type 





W —w-const, v =—2v, 


/———————————— 
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d’où 








d) x=1, y—3. Le faisceau v — const. sera équianharmonique et l’on aura 
le tableau 
d^ ac MONT © 


VO) SE (OF 1: 


Effectivement dans ce cas la substitution 


Te =. ver 
I 

engendre sur P une involution 7, identique à une surface elliptique pour laquelle 
P= 3 Sie 

e) x —3, y=1. Comme dans le cas b), on voit que le tableau des périodes 
relatives à PF, se réduit au diviseur r en ajoutant la troisième partie d'une pé- 
riode, et l'on en tire que F a le diviseur 3. On voit aussi comme en b) que le 
tableau correspondant à F peut étre mis sous la forme 


- g 
u O = 
3 3 
i IE 
DS 3t === 
3 5 


qui engendre une involution représentée par une surface elliptique ayant r=d=3. ' 
Troisième cas: r —4. Le groupe G, est donné par 


() : 
S) W=u+ no vo, WW: 


la transformation i 
1) D'ETAT) 


donne sur toute courbe # — const. une g; douée de 2 points 4-ples et de 2 points 
doubles. Les deux points 4-ples peuvent varier en y 7 1 courbes v — const.; on 
a la condition 


et par suite 
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dude Nr Ne 





f) a=1ı, y=2. On a le tableau 


W |-T 20.9 :6 


Dil 38 Orr 
La substitution 


I I I 2 
W=U+—, vaıv 
4 


donne sur / une involution représentée par une surface elliptique ayant r — 4, 


j= i. 
g) v—2,g-— 1. On tombe sur une surface du type b) correspondant au 
tableau: 
E: I 
d EUER 
| ! 
OO ose g 


/ WE 4 i--I 
Comme le faisceau v — const. doit être harmonique, on peut poser g'— ——, 
2 


et alors on voit que la substitution 


ui =ut+ v = iv 


I 
8 , 
donne sur F une involution représentée par une surface elliptique ayant r — 4, 
DEM 

Qautrième cas: r—=6. En suivant la marche habituelle on trouve sur les 
courbes w— const. une gi douée d'un point 6-ple, de deux points 3-ples et de 
trois points doubles. Le point 6-ple décrit la courbe v=o, qui, par conséquent, 
vient couper toute courbe w- const. en un seul point. Comme le faisceau 
v — const. doit étre équianharmonique, on aura le tableau 


Pee I t À ; 
et Ja substitution w'— u + 6 v — — ev engendrera sur F une involution repré- 
) 


sentée par une surface elliptique pour laquelle r — 6, d — r. 

En résumant, on peut former le tableau suivant qui donne les valeurs du 
rang r, du diviseur Ó et du déterminant n(= rà) ainsi que les périodes el les sub- 
stitutions linéaires sur u, v, qui correspondent aux surfaces hyperelliptiques irrégu- 


lieres de rang r 7» 1. 
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r é n Périodes Substitutions sur u,v 
TAHOMAGENG I 
2 I 2 | w—=u+—, v=—v 
(lO OI 2 
(kt ^T T 
2: g 2 
2 2 4 u=ut—, !=—v 
| Oe Gi! 4 
| 2 2 
T ONG oO 
3 i 3 | 7 WU +—, Va 
lo HANOURE 3 
I I 
Oo g 
3 3 : I 
3 3 9 VA Fe v —&v 
as: © 
o I 
3 3 
[1 0 g O à I bee: 
4 I 4 U—=U + —, v-—19V 
lo xr We. 4 
| I soit 
( 
à ON = 
] 4: 3t ! . 
4 2 8 EN Re Alar p =1v 
f 
Oo I 
2 2 
Ol GEXO | , 
6 I 6 | g W-—u-d-—, v-—-—tv 


VII. Surfaces hyperelliptiques admettant une représentation paramétrique 
propre par des fonctions © irréductibles. 


58. — Quelques remarques au sujet des surfaces admettant une représentation 
parámétrique par des fonctions hyperelliptiques irréductibles. — Nous avons reconnu 
d'abord que les surfaces hyperelliptiques de rang r > 1 se réduisent, pour des 
valeurs arbitraires des modules, aux surfaces réguliéres de rang 2 (surface de 
KuwwEn et ses généralisations pour 0 > r). 
= Pour des valeurs particulières des modules, il se présente d’autres surfaces 
hyperelliptiques correspondant à des surfaces de JaconBr (ou de PICARD) qui ad- 
mettent des transformations birationnelles en elles-mêmes outre que les transfor- 


mations ordinaires de 1i'* et de 2™° espèce. 
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Le probleme général de déterminer toutes les familles birationnellement di- 
stinctes de surfaces hyperelliptiques de rang r>1, peut étre traité en procédant 
de la facon suivante: 

On déterminera d’abord toutes les surfaces de rang 1 admettant des trans- 
formations birationnelles en elles-mémes; a tout groupe fini de transformations 
correspond une involution qui en est engendrée; celles parmi ces inyolutions qui 
ne sont pas rationnelles ou représentée par des réglées, nous amènent à des sur- 
faces hyperelliptiques dont le rang est egal a l’ordre du groupe. 

Or il y a lieu & distinguer deux cas: 

1) celui où il s'agit d’involutions appartenant à une surface de JACoBI 
associée à une courbe de genre 2 irréductible ; 

2) le cas où il s'agit d'involutions sur une surface de JacoBi associée à 
une courbe réductible. 

Étant donnée une surface hyperelliptique de rang r, correspondante à une 
involution du type (1), on dira que la représentation paramétrique de la surface 
est obtenue par des fonctions hyperelliptiques de rang r irréductibles. En ce cas 
il est impossible de remplacer les fonctions hyperelliptiques de x, v, qui four- 
nissent notre représentation, par des fonctions elliptiques p, (au + bv), p, (cu + dv), 
lorsque, bien entendu, on construit la surface de rang 1, F, correspondante à @, 
au moyen des périodes primitives des fonctions qui donnent la représentation de 
@ (voir le n. 12). 

Lorsqu'on envisage la périodicité par rapport à un tableau non primitif, la 
représentation de peut devenir réductible. ll y a lieu d'éclaircir cette remarque 
par un exemple. Considérons les deux tableaux 


19 


a): p) 


l9 


D'après la remarque du n. 12, la surface de JaconBr F correspondant à «) 
représente une involution sur la surface de Jacost F' correspondant à 5); et 
tandis que F est associée à une courbe de genre 2 irréductible, F' est associée à 
une courbe réductible. Pourtant une surface hyperelliptique ® qui admet une re- 
présentation irréductible (de rang r) par rapport à «), admet aussi une représen- 
tation réductible (de rang 4r) par rapport à j). 

Dans la suite nous nous rapporterons au cas (1), en supposant aussi pour sim- 
plicité, Ó — x. 
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En se rappelant le résultat établi tout à l'heure pour les surfaces hyper- 
elliptique irrégulières, on voit que les types ayant*Ó — r amènent à des repré- 
sentations réductibles. 

Suivant notre programme il s'agira de classifier les surfaces de JACOBI (asso- 
ciées à des courbes irréductibles) qui admettent des transformations non ordinai- 
res en elles-mêmes. Et on pourra laisser de côté les transformations cycliques 


de la forme: 
w=u+k v -—u, 


parce que celles-ci amènent à des surfaces hyperelliptiques irrégulières où à des 
involutions sur de telles surfaces, et, lorsque 0 — r, elles correspondent à des cas 
de réductibilité de la représentation paramétrique. 

En d'autres termes nous aurons à étudier les groupes appartenant à une sur- 
face de Jacobi attachée à une courbe de genre 2 irreductible et ne renfermant pas des 
transformations sans points unis. ' 

Remarque. — Les involutions régulières engendrées sur une surface de rang 
ı par des groupes renfermant des transformations singuliéres sans points unis, 
restent partant exclues de notre étude. Elles amènent à des surfaces régulières 
de genre p,— o et de bigenre P,— 1, qui ont été objet des recherches de MM. 
BAGNERA et DE FRANCHIS.* 


59. Transformations d'une surface de Jacobi en elle-méme: transformations 
de Hermite et de M. HvMBERT. — Soit F une surface de JacoBı correspondante 
au tableau de périodes normales 


EHOW dien 
© ww ip @ 


L’analyse des cas oü il y a des transformations birationnelles non ordinaires 
de F en elle-même, nous ramène à considérer les relations fondamentales (A), (B), 
(C), (D), du n. 45, savoir 


(A) ga, + gh(a, + b) + h?b, + g (ay — ds) + h(b, —d,) —d, — o 








(B) gha,+gga, +h?b, + hg b, + ga, + h (b, —d,) —g' d, — d, =o 
(C) gha,-- gg b, + a, + hg b, —gc, + h (a, — e;) + g' b, —Cy =0 
(D) h?a, + hg! (a, + b,) + gb, + h(a, — cs) + g' (b, —c;)—c = 0. 








1 Que »toute transformation cyclique sans points unis se ramène à la forme w =u + Kk, 
v' = uv» c'est une conséquence immédiate du théorème de M. Hameurcer sur les substitutions 
linéaires homogenes; il suffit de se rapporter au cas où l'équation caractéristique a la racine 1. 
2 Rendiconti dei Lincei, 21 avril 1907, n? 6; Comptes rendus, 4 novembre 1907. 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 6 aoüt 1909. 4 


370. Federigo Enriques et Francesco Severi. 


Nous avons dit que ces relations se réduisent à des identités pour des va- 
leurs arbitraires de g, A, g', et on tombe alors sur les transformations ordinai- 
res de F. 

Si les relations (A), (B), (C), (D) ne sont pas des identités, on dira que les 


périodes g, À, g' 


sont liées par des relations entières, qui doivent se réduire au 
plus à trois distinctes. 


Une relation entiére peut se présenter quelque fois sous la forme particuliére 
Ag+ Bh -- Cg! - D(h?—qq')+ E —o. 


On démontre que si les (A), (B), (C), (D) ne sont pas identiques, les périodes 
sont liées au moins par une telle relation singuliére. ! 

Au moyen des 16 entiers caractéristiques, M. HUMBERT a composé deux 
autres entiers /, k, qu'il a appelés les indices de la transformation, et qui jouent 
un róle fondamental dans la théorie. Rappelons ici la définition de ces nombres. 

Des relations (A), (B), (C), (D) on tire aisément la relation 


[(a chos + (a ch21g + [(6 0), — (a d), — (a d);;] h + (db), + (d5)5]g' + 
+ [(a 56), + (a5),,] (h* — gg) + [(cd)os + (¢d).2] — o. 
ou l'on a posé 
(ac); =.) €, — 04€», (ac),, — 00€, —0,€,, etc. 


Eh bien, si les coefficients (entiers) de cette relation ont un facteur com- 
mun — se réduisant à zéro lorsque la relation devient identique — ce facteur 
s'appelle indice k de la transformation. 

Aprés avoir divisé par ce facteur (s'il est différent de zéro), la relation se 
présente sous la forme 


Ag+ Bh-- Cg + D(h* —9g)-t- E-—o. 


A, B, C, D, E étant des entiers premiers entre eux. 
Le second indice / est défini par 


| — (ad), + (ad), 
et entre les deux indices de la transformation birationnelle, on a la relation 
rI—l*-X Bkl 4 (AC - D E)R. 


En particulier, lorsque &-— 0, on tombe sur les transformations de Hermite 
(d'ordre 1), caractérisées par les relations 


! Humpert, Journal de Math, 1900, p. 330. 
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(1) | (a Goss isa (iG) — (bd), E (bd),, + (a b), ES (ab),, zx (cd)os + (c ae 
| (ad). + (ad), — x. 
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La classe des transformations de HErMITE comprend les transformations 
ordinaires de 1'* et de 2% espèce: mais pour des valeurs particulières des modules 
on a aussi des transformations singulières de Hermite. 

Les transformations correspondantes à ko sont toujours singulières et 
nous les appelerons transformations de Humbert. * 


60. Revenons au cas général d'une transformation d'indices /, k arbitraires. 
Nous allons former une combinaison de /, k ayant une signification géométrique 
remarquable. 


Le système Z représenté par 
O(u +o, v+6)—=0, 


où © est une fonction théta de 1° ordre et o, 6 sont des paramètres (n. 28), est 
change par la transformation birationnelle envisagée, en un systeme X analogue, 
de degré 2 et de genre 2. L’équation des courbes de ce dernier système s’ob- 
tiendra en transformant la fonction © au moyen de la substitution linéaire 





w=Autuv +e 


v =Nutuvt Bp, 
qui represente notre correspondance birationnelle. On obtient ainsi l’equation 


plu+o,v+o)=o, 


9 


ou y est une fonction intermédiaire d’indices /, k (n. 28).* 
En appliquant une formule donnée par M. Humperr (J. d. M., 1900, p. 313) 
on trouve que les fonctions ©, y ont 2/ + Bk zéros communs, et par suite on 
peut énoncer la proposition suivante: 
Une transformation birationnelle d'indices l, k, attachée à la relation singulière 


Ag+ Bh 4 Cg + D(h?—gq') + E —o, 


change le systeme X formé par les courbes de niveau zéro des fonctions © du 1* ordre, 
en un système analogue formé par les courbes de niveau zéro des fonctions intermé- 


1 M. Humzerr réserve seulement à ces transformations la dénomination de »singulières», 
? Humpert, J. de M., 1990, p. 311, 
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diaires d'indices l, k; et ces dernières courbes coupent une des premières en 21+ Bk 
points. 

En particulier si k — o, et par suite /=1, les courbes transformées coupent 
les courbes primitives en 2 points. Il s’ensuit qu’elles appartiennent au systeme 
= donné (n. 24). 

On arrive & la méme conclusion en se rappelant que les transformations de 
Hermite sont caractérisées par la condition de changer une fonction théta en une 
fonction analogue. 


61. — Sur la représentation paramétrique d'une surface hyperelliptique par des 
fonctions ©. — Envisageons sur la surface de JAcoBr P une involution (régulière) 
I, engendrée par les transformations birationnelles d'un groupe G,, et soit D une 
surface hyperelliptique image de 7,. 

Supposons d'abord que les 7 transformations de G, soient des transforma- 
tions de HERMITE, ou brievement que G, soit un groupe de Hermite. 

Alors, en tenant compte du fait que les transformations de G, changent en 
lui-même un système X fixé, on construit aisément un système linéaire irréduc- 
tible | D], appartenant totalement au multiple d'ordre / de X, de telle facon que 
toute courbe D soit changée en elle-même par @,, c'est-à-dire que | D| appartient 
à Vinvolution J, Si, comme on peut le supposer sans restriction, le systeme 
linéaire | Z^| de 9 correspondant à | D|, est simple, on peut transformer biration- 
nellement la surface ®, de telle sorte que | ^| résulte le système des sections pla- 
nes (ou hyperplanes) de la surface transformée, que nous designerons encore 
par ®. 

Comme par un choix convenable des intégrales w, v, les courbes du systeme 
X viennent être représentées en égalant à zero les fonctions © du 1° ordre, le 
système | D| viendra représenté par une équation de la forme 


. 
(2) 44 O, (u, v) + 4, O, (u,v) - --- - 44 Oa(u, v) — o, 
les ©; étant des fonctions théta d'ordre J. 
En désignant par (x,,2,,....xc4) les coordonnées homogènes d'un point va- 


riable sur ®, on pourra done poser 
(3) 0%; = Oi (wu, v) (0s NN) 


Pour des valeurs données des variables v les équations précédentes admettront 
seulement un nombre fini de solutions incongrues (w,v), car deux courbes D ar- 
bitraires se coupent en un nombre fini de points, 


ee Se 
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On remarquera que quelqu’une des solutions susdites pourra ne varier pas 
avec les x, lorsque le système | D| ait des points-base. 

Faisons maintenant le raisonnement réciproque. Soit D une surface hyper- 
elliptique de rang r représentée par les formules (3), les ©; étant des fonctions 
d'ordre / telles que les équations (3) aient un nombre fini de solutions pour des 
valeurs arbitraires des coordonnées x d'un point de d. Au système linéaire | 1| 
coupé sur @ par les plans (ou hyperplans), répond sur F le système linéaire | D |, 
représenté par (2). Comme le système | P| appartient à l'involution J, dont les 
groupes répondent aux points de ®, toute courbe D sera changée en elle-méme 
par les transformations du groupe @, engendrant /,. Il s'ensuit qu'une, T, de 
ces transformations change une courbe C de X en une courbe C, telle que les 
courbes 1C,1C, appartiennent au méme système continu. On en tire que C, 
coupe en deux points C et par suite (n. 24) que 7' change en lui-méme le sy- 
stéme X. On arrive pourtant à la conclusion que @, est un groupe de HERMITE. 
Done: 

Toule surface hyperelliptique de rang r, répondant à une involution engendrée 
par un groupe de Hermite G,, se laisse représenter au moyen des fonctions ©, par 
des formules du type 


(di s Ot) (Co HD 0 all 


ces équations admettant seulement un nombre fini de solutions incongrues (u, v), pour 
des valeurs arbitraires des coordonnées x d'un point variable sur la surface. — Réci- 
proquement, toute surface hyperelliptique admettant une telle representation, répond 
à un groupe de Hermite. 

Nous exprimerons brièvement ces propriétés en disant que les surfaces ré- 
pondant à des groupes de Hermite sont caractérisées par la condition d'admettre une 
représentation propre par des fonctions theta. 

Si, au contraire, la surface ® répond à un groupe G, de HUMBERT (formé 
par des transformations de HUMBERT), aux sections planes de ® répondront sur 
F des courbes D n'appartenant pas totalement à un systeme ZN; mais on pourra 
toujours ajouter aux courbes du système linéaire | D| une courbe fixe H, de 
telle sorte que les courbes H + D appartiennent totalement a un systeme / X. 
Le systeme réductible H + | D| sera représenté par une équation du type (2) et 
par suite la ® admettra une représentation du type (3); mais dans le cas actuel 
les équations (3) posséderont un nombre infimi de solutions fixes, répondant aux 
points de la courbe five H, et un nombre fini de solutions variables avec les x. 

On dira par conséquent que toute surface hyperelliptique répondant à un 


groupe de Humbert admet une représentation impropre par des fonctions €. 
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Comme toute courbe tracée sur F peut être représentée d'une facon com- 
plète en égalant à zéro une fonction intermédiaire, dans le cas actuel le système 
| D| pourra toujours être représenté par une équation du type 


Ay Po (0, v) + 4,7, (u,v) + --: + Aa qa (wu, v) — o, 


les y étant des fonctions intermédiaires n'ayant deux à deux qu'un nombre fini 
de zéros communs. Donc: 

Toute surface hyperelliptique répondant à un groupe de Humbert admet une 
représentation propre par des fonctions intermédiaires. 

62. — Quelques propriétés des transformations d'une surface de Jacobi en elle- 
méme. — Considérons une surface de JACOBt admettant une transformation bi- 
rationnelle en elle-même 
[W=Au+uv +a 


(T) Jesi al I > 
lv SW ar p e fais 


En multipliant cette transformation 7 par les transformations de 21 espèce, on 
obtient la série continue »* de transformations analogues 


w=Autuvt+h 


(x) I al I 
v=Nut+wot+k 


(où h, k sont des paramètres). 


En transformant 7 par la transformation de 2% espèce 


S ful=uty 
D |» —v4 


on obtient Ja transformation S-!TS 








u —AÀuwu-uv-4c—(L—r)y 
v' — A wu wot g—2y-— (wu —1)0, 


ud 
! 


transformation qui appartient à la même série ©? (1) et peut être identifiée 
avec une transformation arbitraire de cette série, si le déterminant 


-—m- qu 
d zo. 








A! uw —1 


Cette condition analytique se traduit en ce qu'il y a un nombre fini > o de 
solutions des congruences: 


— — 
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(4—1)w + uv ——a« 
Mau + (i! — x)oz — B; 


c’est-à-dire que 7 possède un nombre fini » o de points unis. 

Ainsi done: 

Toute transformation T de F, ayant un nombre fini de points unis, vient trans- 
formée par les transformations de 2% espèce en des transformations semblables for- 
mant une série æ°; cette même série peut étre obtenue en multipliant T par les 
transformations de 2% espèce. 

Remarque. — Dans la série c? considérée, il y aura une transformation, 
semblable a 7, qui aura le point uni # — » — o, de sorte que la substitution sur 
u, v se réduit homogène. 

Si T est une transformation périodique d'ordre n, toutes les transformations 
semblables auront la méme période; parmi celles-ci il y en a une qui laisse in- 
variant le point uw — v — o, et qui peut se réduire à la forme suivante 


4 mt 
u — et u, v'— ev C —e” ) 


(u, v étant des intégrales convenables non normales). 

Une autre remarque qui se rattache à ce qui précède est la suivante. 

Etant donnée sur F une transformation birationnelle 7’ possédant des points 
unis, il y aura des transformations ordinaires qui ramènent 7 en elle-même; ce 
seront les transformations de i'* et de 21 espèce qui font correspondre à un 
point uni de 7 un point uni de la même transformation. 

Cette propriété peut être reconnue aisément au point de vue géométrique. 
Soient A, B deux points unis distincts ou coincidants de 7, et soit S la trans- 
formation de 1° ou de 2% espèce portant A en P. La transformée de S par T 
sera une transformation de la même espèce que S, faisant correspondre B à À, 
et par suite ne différera pas de S; il s'ensuit que S, 7 sont échangeables, et par 


conséquent que S transforme T en elle-méme. 


63. — Transformations hermitiennes. — Les propriétés que nous venons 
d'étudier se rapportent de méme aux différentes sortes de transformations sin- 
guliéres qui peuvent appartenir à une surface de JacoBr. Táchons maintenant 
de caractériser au point de vue géométrique les transformations hermitiennes. 

Soit T une telle transformation de la surface F. Apres avoir multipliée 7 
par une transformation de 21% espèce convenable, on peut supposer toujours 
qu'elle possède un point uni P. Fixons un système X de courbes € apparte- 
nant à F et envisageons la variété H formée par les ©! courbes C issues par P: 


. 
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Comme 7 transforme en lui-même le système X, on aura entre les éléments 
(courbes) de la variete H une transformation birationnelle, et par suite l’on aura 
une transformation analogue entre les points de la courbe de genre deux attachée 
a F (n. 22). Ainsi donc: 

Toute transformation hermitienne dune surface de Jacobi correspond a une 
transformation birationnelle de la courbe de genre 2 associée à la surface. 

Réciproquement à toute transformation de cetle courbe correspond une série, en 
général &°, de transformations hermitiennes de la surface de Jacobi. 


64. — Apercu sur les surfaces hyperelliptiques de diviseur 0>1. En ce qui 
précéde nous nous sommes rapportes aux surfaces hyperelliptiques de diviseur 
à — 1 et par suite à la surface de Jacobi. 

Tl y a lieu d'étendre les considérations établies, aux surfaces de diviseur d > r. 

Etant donné sur F une transformation birationnelle 


I 


u'=Au+uv+ea 


v=Nutuv+ f 


on exprime tout d'abord 4, u, 2', u' au moyen des périodes par des relations qu'on 
obtient des relations (1) du n. 45 en changeant a,, b,, c,, d, respectivement en 


en 
Ó Ó Ó 05 


On arrivera ainsi aux relations entiéres analogues aux relations (A), (B), 
(C), (D). 

Les transformations birationnelles existant sur F se partageront en deux 
familles: transformations de Hermite, qui changent entre elles les fonctions ©, 
(n. 29) et transformations de Humbert qui changent une fonction ©, en une fonc- 
tion intermédiaire (po. 

Les considérations relatives à la représentation d'une surface hyperelliptique 
de rang r au moyen des fonctions théta ou intermédiaires, s'étendent sans 
aucune difficulté aux surfaces de rang r et diviseur d>1. On a une représen- 
tation propre par des fonctions ©, seulement pour les surfaces répondant à des 
groupes de HERMITE; tandis que pour les surfaces répondant aux groupes de 
HUMBERT, on a une représentation propre par des fonctions (5. 

Ceci posé, on peut reconnaitre que toute surface hyperelliptique admettant 
une représentation propre par des fonctions ©, irréductibles correspond à une 
courbe de genre 2 possédant des transformations en elle-méme. 


ge à ul ne 


eur eure didis... 


= 
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En somme la determination de ces surfaces hyperelliptiques, se ramène à 
celle des involutions /, appartenant à une surface de JacoBt et invariant par 
rapport à un groupe de transformations de celle-ci. 

Le rang étant >2 on trouverait que 0 ne peut recevoir qu'un nombre fini 
de valeurs. 

Mais nous laisserons de côté cette discussion pour nous borner au cas 0 — 1; 
la remarque qui précède montre d’ailleurs comment cette analyse serait à com- 
pléter, et que les types qui se présentent pour 0) > r se rattachent étroitement à 


ceux que nous nous proposons de classifier, où 0 — r. 


65. — La classification des surfaces hyperelliptiques admettant une représenta- 
tion propre par des © irréductibles, ramenée à l'analyse des courbes de genre 2 qui 
possèdent un groupe de transformations en elles-mêmes. — Nous nous proposons de 
classifier les surfaces hyperelliptiques (régulières) de rang rr et de diviseur 
ö — r, admettant une représentation propre par des fonctions © irréductibles. 

En laissant de côté Je cas r — 2 (ch. V), ces surfaces correspondent à des 
surfaces de JacoBr singulières admettant un groupe G, de transformations en 
elles-mêmes, transformations possédant chacune un nombre fini de points unis, 
et correspondantes à des transformations analogues de la courbe de genre 2 asso- 
ciée à la surface. 

Il s'agit done de classifier les groupes G, satisfaisant aux conditions établies. 

Remarquons d’abord que parmi les transformations de G, il peut y avoir 
une seule transformation ordinaire (de première espèce), parce que le produit de 
deux transformations de r'* espèce donnerait une transformation de 2% espèce, 
et le groupe G, n'en renferme pas (étant à — r). 

Il s’ensuit que si le groupe G, renferme des transformations à période pair 
2p, 2q,..., les puissances d'ordre p, q,... de celles-ci, donneront lieu à une méme 
transformation de r'* espéce. En effet chacune de ces puissances est une trans- 
formation périodique d'ordre 2 douée de points unis en nombre fini, et par con- 
séquent elle est une transformation ordinaire de 1" espèce. 

On voit aussi que si G, renferme une transformation de 1'* espèce vr, celle-ci 
est échangeable avec les autres transformations du groupe, car les transformées 
de x en G sont des transformations périodiques d'ordre 2. 

Enfin si à côté de zr il y a en G, une transformation T à période impair p, 
la transformation T';r sera à période 2 p, et sa puissance d'ordre p sera x. 

Ces remarques faites, considérons la courbe f de genre 2, qui est associée à F. 


Nous allons démontrer que / admet un groupe de transformations isomor- 


phe à G,. 
Il faut distinguer deux cas: 


Acta mathematica. 32. Imprimé le 6 aoüt 1909. 48 
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a) ll peut arriver que les transformations de G, aient sur F un méme 
point uni O. 

En ce cas considérons parmi les courbes de genre 2 d'un systéme X appar- 
tenant à P, celles qui passent par O. On aura une série o»! de courbes qui 
correspondent élément par élément à f; et cette série sera invariant par rapport 
à G,. Il s’ensuit que le groupe G, de F correspond à un groupe isomorphe 
engendré sur f par les transformations homologues à celles de G;. 

b) Supposons au contraire que les transformations de G, n'aient pas sur F 
un point uni commun. 

Toute transformation de G, appartient à une série c? de transformations 
périodiques du méme ordre, que l'on obtient en multipliant la transformation 
donnée par les ©° transformations de 21° espèce. 

Dans la série o? des transformations périodiques nommées dessus, il y en a 
une admettant un point uni © arbitrairement choisi sur P. De cette facon aux 
r transformations de @, on peut faire correspondre r transformations périodiques 
du méme ordre, admettant un méme point uni O. Ces transformations engendre- 
ront un groupe G". isomorphe à G,. 

C'est là une conséquence du fait que deux transformations queleonques de 
G, ne donnent jamais pour produit une transformation de 2% espèce. 

Partant on en déduit le résultat suivant: 

Toute surface hyperelliptique (régulière) de rang vr > 1 et de diviseur 1, admet- 
tant une représentation propre par des C (u, v) irréductibles, correspond à une courbe 
de genre 2 possédant un groupe de r transformations en elle-même, et ce groupe est 
isomorphe à celui formé par les substitutions linéaires sur u, v, qui laissent inva- 
riant les ©. 

Réciproquement, si l'on se donne une courbe de genre 2 admettant un groupe 
G', de transformations en elle-même, la surface de Jacobi correspondante admet- 
tra un ou plusieurs groupes G, isomorphes a G';; chacun de ceux-ci donne lieu 
à une involution, et, en écartant les cas ot l'on tombe sur des involutions ration- 
nelles ou représentées par des réglées, on aura autant de types de surfaces hyper- 
elliptiques satisfaisant aux conditions demandées. 


66. Courbes de genre 2 admettant des transformations en elles-mêmes. D’après 
le n. 65 nous sommes ramenés à l'analyse des courbes de genre 2 admettant des 
transformations birationnelles singuliéres en elles-mémes. 

Cette analyse a été l’objet d'une étude de M. Borza,' dont il nous con- 
viendra de rappeler les résultats. 


‘>On binary sexties with linear transformations into themselves» (American Journal of 


Math. t. X, 1888). 


age on 
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Soit une courbe de genre 2 
= —9(z)—0; 


p est un polynome d'ordre 5 ou 6, qui peut être remplacé par une forme homogene 


{Ur 


d'ordre 6 en posant «=~; l'équation y — o représente les 6 points de dirama- 


tion de f. 

Il s'agit de classifier les équations  — o qui admettent un groupe de trans- 
formations linéaires en elles-mémes. Or d'aprés le théoréme de M. Jordan con- 
cernant la classification des groupes linéaires, un groupe qui laisse invariant ~ — 0 
pourra étre: 

a) un groupe cyclique d'ordre 2, 3, 4, 5, 6; 

b) un groupe diédrique d'ordre 4, 6, 12: 

c) un groupe tetraédrique d'ordre 12, ou un groupe octaédrique (exaédrique), 
d'ordre 24; 

Designons par 1, 2, 3, 4, 5, 6 les points de diramation de f, racines de y — o. 

Il pourra arriver que @ — o admette une transformation linéaire en elle-même 
qui soit périodique d'ordre 2, de facon que sur les 6 points r, 2, 3, 4, 5, 6 il se 


produise une substitution de la forme: 
1) (12) (34) (50) 
ou bien de la forme 
2) (11) (22) (34) (56). 
En ce dernier cas il y aura aussi les transformations linéaires 


(12) (36) (45) 


3) 
(12) (35) (46) 


qui engendrent un groupe diedrique 3) d’ordre 4, auquel appartient la substitu- 
tion 2). 
Si y — o admet un groupe cyclique d'ordre 3 engendré par 


4) à (123) (456), 


il y aura aussi les transformations d'ordre 2 


5) (16) (25) (34) 


engendrant un groupe diédrique 5) d'ordre 6, qui renferme 4). 
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Si y =o admet un groupe cyclique d'ordre 4 engendré par 
6) (rr) (22) (3456), 


il y a un groupe octaédrique 7) de 24 substitutions linéaires qui raménent y =o 
en elle-méme. 

Dans ee groupe sont renfermées 6 substitutions d'ordre 4 analogues à 6) et 
leurs 3 carrées d'ordre 2 et du type 2), 8 substitutions d'ordre 3, et 6 substitu- 
tions d'ordre 2 et du type 1). Il y a: 

8) un sous-groupe tetraédrique d'ordre 12 renfermant les 8 substitutions 
d'ordre 3 et les 3 substitutions d'ordre 2 et du type 2); 

9) un sous-groupe de celui-ci, diédrique d'ordre 4, renfermant les 3 involu- 
tions nommées; 

enfin des sous-groupes diédriques d'ordre 4, 6 appartenant aux types 3), 5), 
et leurs sous-groupes cycliques. 


Si y =o admet une transformation d'ordre 5 telle que 


10) (11) (23456), 


il n'y a que le groupe cyclique d'ordre 5 engendré par cette transformation. 
Enfin si y — o admet une transformation d'ordre 6, telle que 


II) (123456), 


outre le groupe cyclique engendré par celle-ci, il y aura 6 substitutions d'ordre 2 
telles que 


6 
12) 
6 


qui engendrent un groupe diédrique d'ordre r2. 

Dans ce groupe sont renfermés des sous-groupes diédriques d'ordre 4, 6, sem- 
blables aux types 3), 5), et un sous-groupe diédrique d'ordre 6 renfermant les 
substitutions 


13) 


En résumant il y a r3 types différents de groupes de substitutions linéaires 
qui laissent invariant une forme q d'ordre 6, mais cette forme ne donne lieu qu'à 
6 types différents. 


Nous allons écrire, d’après M. Borza, les formes normales de ~ correspon- 
] ; 


— à Re et m s e. à D ^. 
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dantes à ces types, en distinguant en chaque cas les groupes de transformations 


qui laissent invariant la courbe 
3 
jute pa) qos 


et en indiquant à cóté de chaque type le tableau des périodes normales appar- 


tenant à la courbe f. 
On aura done les types suivants: 


ou 


La courbe f admet: 
a) un groupe d'ordre 4 engendré par les transformations 








a =, gl Se qnm tls OS di 25 0) =— ua 
b) un sous-groupe d'ordre 2 de celui-ci, outre que (x' — x, y' = — y), p. ex. 
(iol m — qno 9i se gie 


Ces groupes correspondent au groupe r) sur les racines de q — 0. 


Le tableau normal des périodes de f est 


Oo nen Ons 


ou 
Er 
2 
11) Pe +) 
ou 
p=x(x +1) 
La courbe f admet 
a) un groupe cyclique d'ordre ro 
ri 22 
ol era p a 


b) un sous-groupe d'ordre 5 de celui-ci. 
Ces groupes correspondent également à un groupe 10) opérant sur les racines 


de 9 — o. 
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Periodes normales de f: 








III) p= ENS + asl 7') 


ou 


Periodes normales de f: 
I 
I 
g— 95 E ae 

La courbe f admet 

a) un groupe d’ordre 8 qui est en isomorphisme diédrique avec le groupe 
diedrique engendré par les trois involutions qui laissent invariant y — o opérant 
sur les racines de y = o comme le groupe 3); 

b) un sous-groupe de a) cyclique d'ordre 4 

(=, y — + y) 

qui correspond au groupe 2) sur les racines de $ =o. 


IV) f E 


6 + a E3 y? a n° 


Wry 


ou 
P= Boa qp = de 


AN Feet = 


La courbe f admet 

a) un groupe d'ordre 12 en isomorphisme diédrique avec le groupe diédrique 
d'ordre 6 qui laisse invariant ~ — o (type 5); 

b) un sous-groupe de a) cyclique d'ordre 6, correspondant au groupe cyclique 
d'ordre 3 de ~ =o (type 4): 


wer, y ——y; e=—e3 
c) un sous-groupe de b) d'ordre 3. 
v) p=E + 16, 
ou, en changeant 7 en iy + q — £5 — r$, d’où l'on tire 


p= ax5— 1. 
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On a les périodes 


La courbe f admet: , 

a) un groupe d'ordre 24 en isomorphisme diédrique avec le groupe diédrique 
d'ordre r2 qui laisse invariant y =o (type 12); 

b) un sous-groupe de a) d'ordre 12, qui correspond au groupe eyclique 
d'ordre 6 opérant sur les racines de ~ — o (type r1); 

c) deux sous-groupes cycliques de b), d'ordre 6, engendrés par 





d) un sous-groupe d'ordre 12 de a), qui est en isomorphisme diédrique avec 
le groupe diédrique, d'ordre 6, opérant sur les racines de y — o comme 13) 





mi eem. gib le yl E ce etae y=+y\ 
m ue FUE p — y — SEU yf = = iy) 
d a Ge 110 SEN > quas gn 182 


La courbe f admet aussi d’autres groupes renfermés en a) et appartenant 
aux types I), IIT), IV). 


MGs sath) 


VI) q — £n(ét +) ou bien p= à1 


ou respectivement 


nM 
=>. 
= 

Jt 
= 

D | 4 


La courbe f admet: 

a) un groupe d'ordre 48 en isomorphisme diédrique avec le groupe octa- 
édrique de 24 substitutions linéaires, qui laissent invariant ~ — o (type 7); et les 
sous-groupes suivants; 

b) groupe d'ordre 24 en isomorphisme diédrique avec un groupe tetraédrique 
de r2 substitutions linéaires (type 8); 

c) groupe cyclique d'ordre 8 correspondant à un groupe 6) sur les racines 
de y — 0: 


ET) 


qc dg) eMe War 
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d) groupe d’ordre 8 en isomorphisme diédrique avec le groupe diédrique 
d'ordre 4 opérant sur les racines de y = o comme 9). 
En outre il y a en a) des sous-groupes des types I), III), IV). 


67. Comment on passe des groupes de la courbe de genre 2, à ceux de la sur- 
face de Jacobi associée. Etant donnée une courbe f appartenant à l'un des types 
I),..., VI), à chaque groupe de transformations de f on peut faire correspondre 
au moins un groupe de transformations de la surface de Jacobi F associée à f, 
et cela de la facon suivante: remplacons tout couple de f par le point homologue 
F; à toute transformation de f, considérée comme opérant sur les couples de la 
courbe, répondra ainsi une transformation de 7; pourtant on aura sur F un groupe 
de transformations isomorphe à celui de f, et qui laisse invariant le point homo- 
logue à la gi de f. 

Réciproquement, si l'on a un groupe de transformations de F, qui laissent 
invariant un méme point uni O de la surface, on peut toujours considérer une 
courbe f associée à F de facon qu'au point O corresponde la g! de f; cette courbe 
f admet un groupe de transformations isomorphe au groupe de F (n. 65), et 
celui-ci prendra naissance du groupe de f, par la construction précédente. 

Cependant il peut arriver qu'à un groupe de f (appartenant à un des types 
que nous avons analysés) correspondent plusieurs groupes de F, isomorphes 
entre eux, mais birationnellement distincts; dans ce cas il y aura des groupes de F 
n'admettant pas des points unis communs à toutes leurs transformations. Ce cas 
ne saurait done se présenter lorsqu'il s'agit de groupes cycliques, car toute trans- 
formation cyclique 7' de la surface PF, associée à une courbe f irréductible, a des 
points unis (n. 58), qui sont unis aussi pour les puissances de 7’. 

D'aprés ces remarques, nous aurons lieu d'analyser les types différents de 
groupes de F, qui peuvent correspondre à un méme groupe de f, lorsqu'il s'agit 
d'un groupe qui n'est pas cyclique. 

Mais parmi les groupes de F il y en a qui donnent lieu à des involutions 
représentées par des surfaces réglées; ce sont là des cas de surfaces hyperellipti- 
ques que nous devons écarter d'aprés le n. 4. 

Nous commencons par l'examen de ces cas. 


68. Cas à écarter. En premier lieu considérons le cas I, b). 

On obtient sur F une transformation périodique d'ordre 2, qui admet une 
courbe de points unis; en effet ce sont des points unis pour cette transformation 
les ©! points de F qui représentent les couples de l'involution elliptique engen- 


drée sur f par la transformation 


O—————RHÉÁ 


. 
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Ainsi le cas I, b) nous amène à une involution qui ne correspond pas à une 
surface hyperelliptique proprement dite (n. 4). 

Or les groupes I, a); III, a); IV, a); V, a), b), c): VI, a), renferment tous un 
sous-groupe d'ordre 2 du type I, b); partant les involutions correspondantes à ces 
groupes possèdent un nombre infini de coïncidences, et amènent à des surfaces 
qu'on peut transformer en des réglées (n. 35). On en conclut que les cas I); III, a) 
IV, a); V, a), b), e); VI, a) sont à écarter. 


Nous venons d’écarter une première série de cas qui nous amènent à des 


, 


surfaces hyperelliptiques dégénérescentes. Pour ce qui concerne les autres types, 
on reconnait d'abord aisément qu'ils correspondent à des involutions ayant un 
nombre fini de coincidences, et par suite réguliéres (n. 37). 

Mais on verra que les cas cycliques II) et VI, c) donnent lieu à des invo- 
lutions rationnelles et pour cette raison doivent étre écartés ainsi que les pré- 
cédents. 

A cet effet il faut calculer la valeur du genre p, — p, appartenant à chacune 
des involutions que nous venons de construire sur 7. 

Ce calcul peut étre fait de deux maniéres différentes: on peut calculer le 
Pa, ou bien le p,; nous savons que les deux valeurs sont égales. 

Pour calculer le p. on peut procéder de la manière suivante. 

Soit D une surface représentant une inyolution donnée sur F. Considérons 
un faisceau de courbes appartenant a ® et le faisceau homologue sur F; en con- 
sidérant dans chaque faisceau les courbes douée d’un point double, on pourra 
evaluer les invariants de ZEUTHEN-SEGRE de ®, F; celui de ® se trouvera ex- 
prime par celui de F, et d’apres la formule connue on en tirera la valeur du 
genre numérique p, de ®.! 

Ce calcul présente une seule difficulté remarquable: c’est qu’aux points de 
coincidence de l'involution donnée sur F, correspondent des points singuliers et il 
s'agit de reconnaitre combien de fois les courbes du faisceau considéré sur ®, qui 
passent par ees points, doivent étre comptées parmi celles qui ont un point double 
(il est sous entendu que le faisceau dont on parle n'a pas comme points-base ces 
points singuliers). 

La difficulté que nous venons de signaler se raméne d'ailleurs à la question 
suivante: étant donné sur / un système linéaire de courbes appartenant à l’in- 
volution, reconnaitre quelles singularités acquierent les courbes du systeme lors- 
que on leur impose de passer par des points de coincidence. 





! Ce procédé fournit en général la relation entre les genres numériques de deux surfaces 
en correspondance |17), c'est-à-dire la formule de M. Severt que nous employerons dans les 
ch. suivants. 
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Nous aurons lieu de traiter en détail cette question qui se rattache a la 
construction effective des surfaces hyperelliptiques que nous venons de classifier. 
Nous verrons alors que les types III, b); IV, b); V, d); VI, b), d) nous aménent 
à des surfaces de genre Pa — 1. 

Ce méme procédé de construction nous a fait découvrir que les surfaces 
correspondantes aux types II) et VI, c) sont rationnelles. Mais sans répéter ici 
cette construction qui nous améne en somme a un résultat négatif, nous verrons 
que ce résultat peut être établi plus simplement aussitôt que l’on ait reconnu 
que Do — p, — 0. 

A cet effet on peut s'appuyer sur une simple remarque de MM. BAGNERA 
et DE FRANCHIS, remarque qui permet d'évaluer le p, des surfaces ®. 

Cette remarque consiste en ce que s'il y a une integrale double de premiére 
espèce attachée à 4€, cette intégrale devra se réduire à ff du dv lorsqu'on ex- 
prime les coordonnées des points de €» par des fonctions rationnelles des points 
de F, et par conséquent par des fonctions hyperelliptiques de wu, v. Il s'ensuit 
que si linvolution (cyclique) représentée par ® est engendrée par la transfor- 
mation 

wu =au+ pv 


v' — yu 4- ov, 


le déterminant Jacobien de cette transformation sera 
«à — By -—r. 


Ceci posé, il suffit de reconnaitre la forme des substitutions linéaires sur 
u, v engendrant les involutions des différents types considérés sur P. 
Envisageons d'abord le cas II, b). 


La courbe 
y* — % (ae + 1) 


possède deux intégrales de première espèce 
HO] ‘dx 
EE os 
y 
Par la substitution 
23i 
mean. Veen wee 
qui transforme la courbe en elle-méme, les intégrales «, v viennent changées en 


u=—eu, ve 
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La méme substitution subissent les sommes donnant lieu aux intégrales at- 
tachées à la surface de Jacobi F, qui correspond à la courbe. Comme le déter- 
minant de cette substitution est «? = 1, on en conclut que la surface ® corres- 
pondante à l'involution du type II, b) a le genre p, — o. 

Par conséquent il en est de méme de la surface correspondante au type II, a), 
qui représente une involution appartenante à la surface II, b). 

Envisageons maintenant le cas VI, c). 

La courbe 

y = CLS + LI) 


possede les deux integrales de premiere espece 


nt har [ d 
u | —, v= ; 
y y 








et par la substitution 
e) eds = Voy 
il vient 
=i la 
Wi = u, v=Viv, 


Vi 


de sorte que le déterminant de la substitution est — r. On en déduit que l'in- 
volution cyclique d'ordre 8 correspondante au type VI, c), a py=o. 

Le procédé que nous avons rapidement exquissé nous améne a la conclusion 
que les involutions correspondantes aux cas II) et VI, c) ont le genre 


Pa — pg = 0. 


Nous allons prouver en outre que leur bigenre n'est pas P,— r, de sorte 
que, d'aprés le n. 3r, on pourra conclure que ces involutions sont rationnelles. 

Posons-nous d'abord dans le cas II, b), et en supposant P, — 1, construisons 
une surface image de l'involution, qui ne posséde pas des courbes exception- 
nelles. . 

Étant P,— 1, il y aura sur deux systèmes linéaires | |, | C |, sans points- 
base, adjoint l'un à l'autre, auxquels correspondent sur P deux systèmes linéaires 


renfermés dans le méme systéme complet; on a donc 


150 lc 1:671 
et par suite 
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Cette conclusion est absurde attendu que la surface @, ayant p, — o et étant 
dépourvue de courbes pluricanoniques d'ordre > o, on doit avoir (n. 3x) 


jg. e 


Maintenant on peut affirmer aussi que la surface correspondant au cas 
Il, a), est rationnelle. En effet cette surface vient représentée par une involution 
de couples de points appartenant à la surface qui correspond au cas II, b): et, 
d’après M. CasrELNUOvO, toute involution sur une surface rationnelle est ra- 
tionnelle. 

Considérons enfin le cas VI, c). 

La surface ® vient représentée par une involution de couples de points, 7,, 
appartenant à la surface régulière ®' qui correspond au cas III, b); et il est aisé 
de remarquer qu'il y a sur ®' des coincidences correspondant à la g} de f. D’après 
le n. 38 on conclut done que cette involution /, est rationnelle, puisqu'elle ne sau- 
rait avoir P,— 1. 

En résumant les résultats obtenus nous dirons que les cas I); II); III, a); 
IV, a); V, a), b), e); VI, a), e) correspondent à des surfaces hyperelliptiques dégéné- 
rescentes, qui sont écartées de notre étude. 


69. — Genres des surfaces hyperelliptiques correspondantes aux types qui ne sont 
pas dégénérescentes. — En caleulant la valeur du déterminant des substitutions 
linéaires périodiques d'ordre 3, 4 qui forment les groupes III, b); IV, b); V, d); 
VI, b), d), on reconnait que ces types nous aménent à des surfaces de genre 
p,-— 1. Ainsi donc nous pouvons énoncer des à présent la conclusion suivante 
qui sera établie à posteriori dans la suite: 

Les cas MI, b); IV, b); V, d); VI b), d), correspondent à des surfaces hyper- 
elliptiques de genres 


Da = Py — I (P, — x). 


Parmi ces cas rous avons déjà remarqué que les groupes cycliques [tels que 
III), IV)] correspondent chacun à un type bien déterminé d'involution sur la sur- 
face de JAcoBr PF, involution possédant un point uni pour toutes les transfor- 
mations du groupe. 

Il reste à classifier les types qu'on peut appeler bi-diédriques et bi-tetraédri- 
ques, c'est-à-dire les types correspondants à des groupes bidiédriques d'ordre 8 
(VI, d) et r2 (V, d) et les types correspondants à des groupes bi-tetraédriques 
(VI, b). 
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10. — Analyse des groupes bi-diédriques et bi-tetraédriques, d'ordre 8, 24, 
uppartenant à une surface de Jacobi. — Considérons une surface F correspondante 
au cas VI). On aura sur F plusieurs types de groupes G, et G,, isomorphes au 
groupe bi-diédrique d) et au groupe bi-tetraédrique b) de f. Tächons de con- 
struire ces types. 

Un groupe G, se trouvant en isomorphisme diédrique avec un G, engendré 
par deux involutions échangeables (Vierergruppe), on pourra l’engendrer par deux 
transformations cycliques d'ordre 4, U,, U,, qui ne seront pas échangeables, mais 
dont l'une transformera l'autre en son inverse; U?, U? donneront lieu à la méme 
transformation K, qui sera une transformation ordinaire de 1° espèce de la sur- 
face F. On peut supposer que dans la correspondance point par couple entre la 
surface F et la courbe f, X réponde à la g? de f. 

Ceci posé, rappelons-nous que la transformation K posséde r6 coincidences 
(n. 46). En ayant égard aux propriétés des points unis de la transformation 
périodique d'ordre 4 qui résulte définie sur f, on déduit aisément, au moyen de 
considérations qu'on trouvera développées en détail au n. 84. qu'une transforma- 
tion hermitienne donnant pour carré K, laisse invariant quatre coincidences de 
K et distribue les autres coincidences en six cycles de 2% ordre. 

Soient P, Q, R, S les points unis de la transformation U,. Comme U, doit 
transformer U, en son inverse, U, changera en lui-même le groupe P, Q, R, S. 

Il y aura donc: à distinguer quatre hypothèses: 

1) La transformation U, laisse invariant P. Alors toutes les transforma- 
tions du groupe G, engendré par U,, U,, ont en commun le point uni P et par 
suite elles laissent invariant la variété oo! — birationnellement identique à f 
(n. 21) — formée par les courbes C passant par P et appartenant à un systéme 
X quelconque. Le groupe G, vient correspondre ainsi, au moyen de la corre- 
spondance point par couple entre F, f, au groupe bi-diédrique d). 

Dans ce cas on voit de plus (n. 92) que U, laisse aussi invariant les autres 
points unis Q, E, S de U,. 

2) Les couples (P, Q) (R, S) donnent deux cycles de 2° ordre de la. trans- 
formation U,. Un groupe G, de ce type existe effectivement. 

En effet pour le construire il suffit de considérer les substitutions U,, U, 
génératrices du type r) et de poser 


Ut DH, U,=U,A, 


A étant la transformation de 21° espèce qui fait correspondre Q à P. 
Nous désignerons par G', le groupe engendré par U',, U', en réservant le 
symbole G, pour le type r). 
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3) Les couples (P, R) (Q, S) donnent deux cycles de U,. On obtient le 
groupe @\ correspondant à ce cas, en prenant pour substitutions génératrices 


DAC NON We, 


B étant la transformation de 2% espèce qui amène P en R. 
4) Les couples (P, S) (Q, R) donnent deux cycles de U,. On obtient le 
groupe 67 correspondant, en posant 


: 
Uc Ue ei pa LES wee 


ou C est la transformation de 2% espèce qui fait correspondre S à P. 

On a ainsi à priori sur la surface F 4 types de groupes bi-diédriques formés 
par des transformations hermitiennes. 

Une analyse plus approfondie, que nous renvoyons à un autre chapitre de 
ce mémoire, nous montrera que les quatre points unis P, Q, E; S de la transfor- 
mation U,, se distribuent en deux couples (P, Q) (R, S), de sorte que les points 
d'un couple jouissent des mémes propriétés et ils se comportent de la méme 
facon par rapport aux points de l'autre couple. 

On verra ainsi que les types G7, @ ne sont pas distincts. On aura done 
en définitive trois types de surfaces hyperelliptiques birationnellement distinctes cor- 
respondantes à des groupes bi-diédriques d'ordre 8 de la surface F [cas VI)]. 

Il est aisé maintenant de construire sur F les différents types de groupes 
G;, isomorphes au groupe bi-tetraédrique VI, b) de f. 

On partira de la remarque que tout groupe G,, renferme un sous-groupe 
invariant bi-diédrique G,. 

Or donnons-nous sur F un groupe bi-diédrique appartenant à l'un des types 
que nous venons de définir, et táchons de construire un groupe bi-tetraédrique 
qui le renferme comme sous-groupe invariant. 

On aura les cas suivants: 

1) Le groupe bi-diédrique donné est le G, du type 1), dont toutes les substitu- 
tions laissent invariant les points P, Q, R, S. 

Dans ce cas le G,, cherché échangera entr'eux les points P, Q, R, S suivant 
un groupe de substitutions G,, qui se trouve en isomorphisme mériédrique avec 
G,,.. Comme au G, correspond en cet isomorphisme la transformation identique, 
on aura r — 3, et par conséquent le groupe G, — G, sur (P, Q, R, S) sera cyclique 
d'ordre 3, et laissera invariant un point parmi les quatre: p. ex. le point P. 

Il s'ensuit que le groupe G,, a sur F un point uni que l'on peut supposer 
correspondant à la g; de f; on a ainsi un premier type bien défini de groupe 
bi-tetraédrique. 
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2) Le groupe bi-diédrique donné est le groupe GY) du type j) où j — 2, 3, 4. 


Les trois substitutions 
UW), UY, UQ UW, 


(d'ordre quatre) existant en GY) possèdent trois groupes de 4 points unis, qui 
n’ont pas des points communs. 

Sur le groupe des quatre coincidences restant de la transformation K, les 
substitutions de GY) produisent un groupe diédrique G,. 

Les mêmes quatre points devront être échangés entr'eux par le groupe bi- 
tetraédrique cherché — que nous désignerons par G() — suivant les substitu- 
tions d'un groupe tetraédrique G,,, qui renferme G, comme sous-groupe invariant. 

Or ce groupe G,, résulte ainsi bien déterminé, et l'on en déduit que le 
groupe GY) résulte aussi bien determine. 

On en conclut qu'il y a tant de surfaces hyperelliptiques birationnellement 
distinctes correspondantes à des groupes bi-tetraédriques, que de surfaces distinc- 
tes correspondantes aux groupes bi-diédriques, c’est-à-dire qu'il y aura sur F 
(cas VI) trois types différents de groupes bi-tetraédriques d'ordre 24, amenant à des 
surfaces hyperelliptiques birationnellement distinctes. 


41. — Groupes bi-diédriques d'ordre 12. — La courbe f appartenant au type 
V), elle admet un groupe de transformations en elle-méme V, d), c'est-à-dire un 
groupe G,, bi-diédrique d'ordre r2. 

Combien de groupes isomorphes à G,, peut-il y avoir sur la surface de 
JACOBI F associée à f? 

Il est aisé de répondre à cette question en remarquant que G,, admet un 
sous-groupe invariant G, cyclique d'ordre 6; en effet dans le groupe diédrique 
d'ordre 6 qui est en isomorphisme émi-édrique avec G,,, il y a un sous-groupe 
invariant d'ordre 3, et à celui-ci correspond en G,, un G, du type IV, b). 

Ceci posé remarquons encore que le G, du type IV, b) donne lieu à un 
groupe de transformations de F ayant un seul point uni qui correspond à la g! 
de f; il s'ensuit qu'un groupe d'ordre r2 de F renfermant un tel sous-groupe 
invariant, a un point uni (invariant par rapport à toutes les transformations du 
groupe). En rappelant ce que nous avons dit au n. 67 on en conclut que: 

Sur une surface F associée à la courbe f (cas V) il y a un seul type de groupe 
bi-diédrique d'ordre 12, en considérant comme identiques deux groupes amenant à des 
surfaces hyperelliptiques en correspondance birationnelle entre elles. 


12. — Résumé et programme de l'étude qui suit. En résumant les résultats 


obtenus nous énoncerons le théorème suivant: 
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Les surfaces hyperelliptiques de rang r > 1 et de diviseur Ó — 1, admettant une 
représentation propre par des fonctions © irreductibles, sont des surfaces régulières de 








genres pa pg —P,=-:-=1. Elles se partagent en 11 familles birationnellement 
distinctes, correspondantes à des groupes de transformations d'une courbe de genre 2 en 
elle-méme. Ces familles sont indiquées par le tableau suivant: 

surfaces dépendantes de trois modules: 

I) r=2 (surface de Kummer); 
surfaces dépendantes d’un module: 
II) r — 3 (groupe cyclique d’ordre 3); 
III) r — 4 (groupe cyclique d'ordre 4); 
IV) r—6 (groupe cyclique d'ordre 6); 

surfaces n'ayant pas de modules: 

V, VI, VII) r —8 (groupes bi-diédriques d'ordre 8); 
VIII) r — 12 (groupe bi-diédrique d'ordre 12); 
IX, X, XI) r= 24 (groupes bi-tetraédriques d'ordre 24). 

Les nombres I—XI (qui n'ont rien a faire avec ceux employés avant dans 
la classification des courbes de genre 2 admettant des transformations en elles- 
mémes), nous servirons dans la suite pour désigner les différents types de sur- 
faces hyperelliptiques que nous nous proposons d'étudier en détail. 

Pour chaque type nous allons construire une surface projectivement définie 
(dépendant suivant les cas de modules arbitraires), à laquelle toute surface hy- 
perelliptique du type donné peut étre ramenée par une transformation biration- 
nelle. 

Les surfaces modèles que nous allons construire pour 7> 2, seront des sur- 
faces d'ordre 27 appartenant à des espaces S,,, de dimension > 3, et seront ca- 
ractérisées par certaines configurations de points singuliers et de hyperplans ayant 
un certain contact suivant des courbes rationnelles. 

Il sera aisé d'ailleurs de projeter de telles surfaces dans l'espace ordinaire, 
et méme d'en abaisser l'ordre (jusqu'à 4). Cependant les surfaces d'ordre plus 
élevé d'un hyperespace, auxquelles nous nous rapportons, sont en général les 
plus, simples de leur classe à ce point de vue, que leur configuration caractéris- 
tique jouit de la plus grande symétrie possible. 
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